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PREDCOVOR 

Ova knj.icu prcdviavija nuicmaiićk, uvod u Tcorijvku f./.ku 1 obuhv.ua 
nuicnjal koj. vc iu Pnrodno-mjiemaiifkoin lakullciu u Hcopradu predujc 
pod niZivom Миелгп-Ска fuika I. Ona ic savioji iz ćci.ri dcla: I. Vcklori 
u trod.mcn/ionom EukloJovom provioru. 2. Tcn/ori u irodimcn/ionom Eukl dovom 
pnnloru, J. Opiti icn/or\ki raOun i R.cmanu4>va toonicirija, 1 4. Lmcarni vck- 
lorski prosior.. Na kfuju svakc od dcsci plava knjigc nal.v/i vc 1 i/vcsian broj 
(10 30) /adaiaka. ć ju su komplcina rticnja daia nu kruju knjigc. 

Pri p unju ovc knjigc auioii nisu p.vstavil. tcbt /а cilj da pr.kožu mcio- 
dc lconjikc f./.kc na i rokom planu, koje bi obultvalulc ć.lav ni/oblaMi mulc- 
mai.kc od intcrcsa za pnmcnu. On. vu >c ogrunić.li ui.io na osnoviii ni.nenu- 
1 ćk. aparai. koji prcdviavlja jc/ik icorijvk«. Ii/.kc. ali ss /cljum Ui i<o 1ч.1јс 
upo/naju &tanca м maicmai.čkim osobinama 1 uz.jnnmin odnosnnu osiKivnill 
vchćina. kojima ćc sc on sialiMi vlu/ ii Pr. luuhi sii nc Irmlili d.i 1I1 p ikužu 
na nujpjgodmj. nać n i u cbl.ku u komc ćc ih srcian u tcor.jskoj fici, .1)1 
■Movrcmcno 1 чз p'irchnom mjicntaiićkom strogosću ncophodncm hudućcin } 
lcorciićaru. Sa log sianov.iu i/luicm jc lcor.ju vvkiora 1 icuzora u irodimcn/i- 
onom Euklidovom ,,..«loiu -aparai kbućne nidian.kc 1 klusićiK' Jckiroduiamikc, 
op»:i icn/orski raćun u R.cniann-ov.m prosior.ma niaicrnadćko o.i.dc icitrijc 
reluiivnoMi 1 Itncarn. vckn rski ргомог. • ba/a taviumc ic kvanic mchnmkc 

U prvom i drugon. dclu >c dcialjno ra/nuirj,u vcklori 1 uo/ori u irodi- 
mcn/ionom Eukl.dovoin prosloru. pri ćcniu sc p >1а/. скЈ ottih njihoviii „sobina 
kojc su pvgodnc za cidgovarajućc pmcral ucijc ovili p.ijnii.v.i kju . samog pajina 
prostora. Tako sc viktori . Icn/ur. uv»iK* kao mairmai.ćki objcki. koji svakom 
pravcu u prosioru pr.dndujj j.'iUn skalar odnosm> jed-n vcklor p.« odrub'iu'm 
/akonu ih. altcrnciiv no, kao maivnMi.ćki objcku *a odrcdciuiu iranhTurmuc - 
umm osobmama pri rocaciji kourdmainog s«»icma. Naimc. pridruživanjc skalara 
odno'no veklora svakom pravcu u prosioru usposiavij.i vu/u sa fu.,kcion;lama 
1 Imcarn m opcraiormu, ncophodnnn 1. kv.inim.j nxli.inici. a ir.insforinacionc 
karakicrisiikc će biii pola/ua i/ćL' /а gcncralizuc.jc kojc vodc k:i op5|om tco /о,- 
skom rcĆ.inu. ГХ>ма prosiora %с ц knji/i posvcćujc tin/.>rinia dri.gop rcda u 
Eukl'dovom prosioru, sa poscbnom naincrom d.i sc vcc >>vdc uv. Jc .\i/ p>.j.nov.i 
karaklcrisnćmh za l.ncjrnc ојхчшогс uopštc, ćiin> м i/iucdu Oslalog u«.posia\|p 
i vc/a sa Dirac-ov.ni k v ашпотсћап ićk. m fornMli/mnm ..br.r* 1 ,.kci” vckiora 

Р»4алч5| od ovog jc/gra. gcncral./ac.jc « vršc it d\.t pravca. S jcdnc sirar.c. 
u irečcm dclu knj.ge na ba/i iiansl,.rin;»cionih osobnu uoptiavaju sc pojmovi 
vekiora 1 icnzora keo i svojmvj vimog prosioro. ćimc sc dola/. do opšicg 
lcnzorskog rsćuna u Ricmann-ovoj gcomnriji S drusc Mranc. i. ćctvriomdclu 
uopšiavaju чс sami vlcnunn prusiora. koji ic •livau kau ша kakav skup 
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> 


ap>trakinih ckmcnata sa odrcdcnim osobinam^ ito dovodi Л. «»,h var,j_aot. 
Iincarinb vektorskih prostora. Рп tomc j: naroć.ta pažnja n* dob^V 

rc/ultatu «.d mtcrcsa u teor.ji relativPOst, odnosno u kvaninoj mchamc., 5 to jc 
i usmcruvalo i2bor odgovarujućeg matcnjala. 

12 ovih razloga sc u okviru ovc knj.gc malo govorilo o BuidiMi»pn- 
storima, u navuprot lome dctaljno se namatraju prosior. sa def.n.san.m sl^lar- 
пин prouvodom. га kojc autori ove knijgc pr.hvaiaju n»iv emmsk. Pj^rn 
|»ri tomc sc ov, klasifikuju kako prcma broju d.men/.ja lako . prem. 
kompletnosti . separabdnosti. u 7 .sccanje kako sJićnosu tako , l.z.uki * n ‘‘£**“‘ 
i,,h ra/liku i?incdu konaino . bcskonaCno d.men/.on.h o 

lincarn.h opcratora u ov,m prostor.nu u knj.z» jc i/ložena dosu de.a.j . . 
п | nućin koit ovc vciićmc. baz.ćne u kvantnoj mchan.ci. pr.ka/ujc kao F«n u 
od gcneral.zacija klus,ćn,|i tc.zora. Term.nolo C ija «|of ćetvriof dcla X. 

.c to b,lo inogučc, usagUknu va onom koja sc kor.su u kvantnoj mchamc. 

Povcbnu specif.ćnost ovc knjtge ćine zadaci a nj.hova rrfcnja, propracena 
potrcbn.m uputstvim:. . komcntanma. data su na kraju kn|.*e , za^rMju dobar 

njcnog obin.a. Ovo inu /а o.j ne samo .lu^r^n^ . u^bavanje uto; 
2cnog grudtva, već i osposobljvanjc čitaoca /а . 

tatu Zadact su dobrim dclom uzej. ,z konkrctmh f.z.ćk.h prohlema. a I , vu d 
„ ncsto upsirak.mjoj rormulicji. pr.lagodcno, prof.lu ov« knj.gc . S °ga * 
zadac. moraju shval.li kuo sastavm. b.ln, dco Rradivu ,/loienog u ovoj knjizi. 

Na kraju je dui spisak lucralurc. kojom su sc auiori komnli » W‘ja *e 
prcpi>r..ćuie Ćiiaocima. Zainiercsovan. ć.ialac će u Ј Lc?} 

’p,suk ,noć. nać. mnopc dcialjc . dokazc ko,, n.su mogl, bjli «^Ј и ^' иск '‘ 
ove knjigc, dclom zbo C loga da sc nc b, narufcivao koni.nu.let iztaganja. a 
dclom /N.g toga da bi ob.m knj.ge oslao u razumn.m gran.cima 


U Bcogradu, 21. mar.a 1972. god, 


D htuUcki i R Milič 
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1. VEKTORSKA ALGFBRA 
I. I. OSNOVNE OSORINL \ l'K IOH.A 

Skalari i vcklori. U feoinciriji i fi/ici jH\l>iju ic \diCinc raznih vrMU. kojc 
mo#cnu» kUsifikovjn, prcma brojn pod.ii.ika kojima \u odrcdcnc. na slcilcci 
naiin. Nckc od njih su poipuno odrcdcnc vauu> jcdnnn brojcm i «ak\c vdiĆmc 
na/i\aju ic skuluri, na pr. ma\j. icmpcraiura, jaćmu sirujc. Urugc рак odrc- 
dcnc >u nc saino >vojoin brojnoni vrcduoSću - inlcn/iicioni, viii i svojmi prava*m 
i vmcrom. a iio >u p*nrcbna ukupno iri broja. lakvc vdićinc n.i/jvuju Ч' 
ivklorl, као nj pr. vckior polo/aja. br/ina, \ili, j.tCma dckirićnop polja. Опс 

vc obfno o/naćavaju strdicom i/nad vlova, nu pr. Л ili m-ismm slovima A, 
a njiliov inicn/iict sa j Л ili Л. Р*«1ојс i s|o*cn;jc vclićinc, t/v. tcn/on ili nfinon, 
/а čijc jc odrcdivanjc potrchnn viic od tn broja, ali u гјнпп ćc biti rcći docnijc. 

Рп opvnsanju w vckiorima mogu se korivtili dva rn/ličita mctoda. Simbo • 
luki iim'IoJ pr ika/ujc scktorc ncposrcdno iui osiiovu dcfimcija algcburskih opc- 
raci ja м njima. nc po/ivajući sc m na kukav kiH>rdiiuim siftlcni. Drngi. k.mrJi. 
пачи nvtod prika/u>c vcktorc >kupom njihovih projckcija (Л„Л : .ЛЈ im 
koordinatnc osc nckog sNtma. U f./.Ckoj Jitcruiuri ч* o\c vdićinc nnjC.ićc 
na/iv.iju komponniie vcktora. dok je u matcmaiifkoj liicraiuri uobifaj.'niji ruiziv 
koorjinuie vcktora. U ovoj knji/i konstićcmo prvi na/iv. Rn/ume ч. oh,i ova 
p« ла/а moraju hrti ckvivulcmna. lio sc o/nafava va 

A (A,. А г . A t ). (J.l) 

Transfornudjr knordinaln tafkc 
pri miaciji koofdiuaino- vistcma. Nckj 
>• Л/ (л. j*./) ma koja učka u kooi dinainom 
sisicmuOA L/.paispjiajmo kakoftcirjns- 
form.iu njuic Dcscartcs-ovcprnvonpleko- 
ord.njtc pri rouciji ko.vrdiiuinop ftisicmu, 
lj. pri prdo/uu ncki dru^i si'icm O X' 
s;i i>tim koordir.atmm poćxikom (sl. 1 . 1 ). 

Zakonc irjnNformncijv koord'nata možc- 
ino dobili i/ji.dnj fa\nmcni р>онгЈ.чр du/i 
OM i od^n .irajuĆJ i/lomlicnc jrnijc 
O N XI' M na koordinnlnc osc. Projdoo- 
\ar.j-ni na pr. na Л"о>и lako unla/imu 

a'- ON co>(A', X') , Л г Л/’соч(Г,.Г)- 
-i M'Mcos(Z.X ). 
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O/naiimo jcdm.čnc vckeorc koordinamih ou sa t, odnoino e' (/- 1. 2. 3). a 
kosinusc pravca novih koordinainih osa u odnosu na uarc ча 

«u-cos(e Jt eJ. (1.2) 

Sa ovim o/nakama prcihodm шаг dobija oblik 

A*-xcos(e„ е,')^>со5(е : , e/J + rcosfo. e,'), 

odnosno 

jf'-e.,*+« u r+e,,r, (l-3i 

j na slićan naćin moJcmo naći i projekcijc na osiak dvc koordinaine osc. 

K.idi konciznijcg pisanja dobijcmh obraraca uvedimo o/nakc 

А,-Ж, X,-X, ( 1 . 4 ) 

kojc ćcmo u lom cilju korisiiii i u daljcm iiiaganju. Tada innuno 

* 

А|' - T 9 а Л л + *„T, - £ *U A ». 

l-l 

а /amenjujući indeks I indcksima 2 i 3, dobićcmo i prujckc.ju na / i х* osu. 
<io /ajcdno mo/cino napisan u obdku 

V-IV» (/-1.2.3). 

k-i 

Porcd ovoga mole sc uvcsti i C/v. m mg rrono /нжкаица. окол+-и-дАот israiu 
i\li lanmki tnjtks pujailjuJt Jra pula. puirazum<\a s< лштгапјг po lorrt tnJektu 
dok /а grćkc indcksc lo nc va/.i. Na osnovu lc konvencijc prcdu>dna jcdnaćma 
moŽe sc nupisali . 

*,-«**» (/-1,2.3). (1.5) 

jcr sc iiukks k pojavljujc dva puia. 

Obrusci (1.5) odrrduju zakon uanifarmacije koorJinaia prl roiaci/i koorj'- 
патоц sisiema tj. pn prcla/u м sistcma O Т, X, T, u sislcm 0Х,‘ Х } ' Y>. Zakon_ 
invcr/ns Iransfouuacijc dob'ja sc /amenom mcsia stanh i novih koofdioai V - ■ 
kao i jndck.a / i A\_pri i fcmu &c комппи uglova i/mcdu koordjnalnih osa 
nc mcnjaju _ * “ 

х^* л .х; (*-1.2.3). (1.6) 

22> Veie i/mcdu косГкЈјспаи praica. Povu- 
cimo i/ koordinalnog po&ika O dva proi- 
/voljnj prjvca 4i jcdinićnim vckiorima 

|i a i v 0 i za х,' osu u/mimo pravu odrcdc- 

nu vcktorom p e (»|. 1.2). Koordinalc kraj- 

njc iaćkc Af. vckiora v 0 u udnosu na i/abra- 

m MStcm bićc x t - cos (v 0 . c t ). a njegova 

projekcija na p* je х,* - cos (p,. v ’j. S dru- 
gc siranc, iz obrasca (1.5) za /- I se dc- 
b:ja 

bk 1.2 c l '-* ll t 4 -cos(e 1 ’ > e.)cos(v 0 .ej. 



odnosno 


co* 0»,. v ») - «>s (р 0 . e,)cos (v 0 . e.) ( 1 .7) 

Ovaj obra/ac odrcdujc ugao izmeJu d\a bilo koja ргахса. U spccijalnom 
slućaju ш,- v 0 - с в ’ imaćemo 

I -cos(e e '.e,)cos(e 0 .e ( ). 

gdc prcma ufinjcnoj konvcnciji ircba sumirati samo po indcksu i, a za 
K.“*-'.v 0 -e T ' bićc 

O ^cos(e.\e,)cos(e.',e,). , - r 


Uvcdcmo li l/v. Kronecker-o* simbol 

1 ’ 

oba gornja obrasca mogu sc napisati konci/mjc 

Ako joi izmtnimo ulogc sUrih i novih koordmjta, cos(e e .* ( ) prtla/i u cos (•,. 
сД ij. a„, prcljZi u a Ja . lc dobijumo 


*.• *it - 


(1.9) 


Ovc rclacijc. kojih ima 4cst. i/ražavaju геге izntcJu кафојеои/а pravgcć 
a A . odaklc ncposrcdno vidimo da sii samo iri od r\jth nczavisnu. 

Osnu.aa ovihiiia tckiora. Ncka јс A ma kakav vckior u pravcu jcdmić* 

•« *** • • h« ^ * 

nog vcktora v 0 , njcgova projckcija na pravoc odrcdcn jcdinžĆnim vekloroin p 0 
bićelada — " 




(UO) 


Ako ovaj obra/ac primcnimo n* koordinalnc osc. dobićemo komponcnlc pos- 
nuiranog vvklora 


A, - A cos (v a . e,) (/-1.2, 3). 


(IH) 


Kombinujući ovc formuJc su (1.7). možemo projcktfiju А' џ) veklora A i/razili 
pomoću kosinusa pravca 

- Л cos e.) cos (T 0 , e # ). 


A^ = A f cos (Цо, e,). 


Ovim obrasccm izražcna jc slcdeća fundanK'nulna karaktcrisnkj vcklora: 
ma za kakor pravac u prosioru seakom t tkloru трје «c priJruiill izvenan skolar 
hnearnom 7 bomogenont u bJnoui na kaUnus* lag' pravca. To možc 
slu/ui i kao dcfmjcija pojma vcklora: svaka vciićma koja mia gornju osobinu 
prcdstavlja vckior. S ovog glcdikta, intenzitct vckiora jc nukMinalna vrcdnost 
svih projckcija na ra/lić«ie pravcc, a pravac koji odgovora ovom maksimumu 
biće pravac posmatranog vi-kiora. 
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л 


ZaLun lran!>forniacijc tcktora pri rolaciji koordioataog uiiemi. Ivpiujmo 

vid k:iLo 'C ir.msforimšu la>mponcnte шз kog \cktora A pri rotaciji koord> 

lUtnoc 'i'Uinu. Ako u uhrurcu (1.12) jcdmični vcklor prcdsuvlja pravac i 
'пкг AV ostf, .•dj?ovarajnća proj.-kcija vcktora A ćc bid 

A,-. A, cos (e ( \ e,). (1.13) 

Zaiiicnjujiči ovdc iudikk / indcksom k (ovakvc гатспс огпакс indcksa po koroe 
* 'Г >1 siuii.runjtf uvtfk 'U đo/voljcnc), ptvilidnji obra /зс moicroo napivati u obliku 

co5(e,',eJ-« l4 /4 t . 

• C .lc nu ii/tfic ii ob/ir o/iiako (1.2). Ako umcsio ir.tkksa I siavimo indcks 2 
..di.oMio 3 dubamo i O'lalc projckcijc vcktora A na novc koordmainc ose. 
1икп da uopNlc vu2i 

(I- 1.2.3) (!. 14) 

Ovnj obr.i/.ic prcdMavlja zakon iraasforniat ije ina koit itkiora pri roiaeiji 
kiHinliiuilihsj мм.чпи Ta Ovob.na mofc takodc sJiu.ti i ка.» ckvivukntna dcf.ni- 
иј .1 ukior.t ii ina kat,i prawnyhm koordinainoni slsien u \vkior je odnden irh,ia 
kor.ipaiH'iiiuiiui koj, vr pri irninfurmotiji koordinaia (1.5) iramforiHiui premu 
sukiolii (1.14). Dmpim r.vJ.mu. kompuiicni« vcktura pri rolMCiji о^а trjr.'formitu 
V pt» imoiii zakoiiu к.м i stmc koordinute. 

)ilwr2|ii ubiu'ci |Ш>ра »c dobili mnoienjcm rclacija (I 14) su i 
katnirunjtfiii p.v uidcksii /, iiiMjući pn iom< u vidu (|.9) 

у„л;-л к 

OJavdtf 'lcd’. uko sc mdckv j /ашсш vu k 

•K a- 1 , 2 , 3 ) ( 1 . 15 ) 

1.2. OI'EK \CIJK S \ VKKIOKIM.V 

Ovnnmc ojlrracijc. \VLiorska oljfcbru možc vc izgrudiii bilo пл baii .vim- 
Krlifkuj) biki an.iltiitkog nitfuda. Dva vtfktora Л i B vmutrućvmo јеЈнакпп ако 
i snnti uko nu idi udguVuiujućc komponcuio incduNobno jtfdnakc 


Д * D л A, -B, (.-1.2,3). 

OiiitiVhk* 0 |>‘i utf'jtf sit vckior'ina cLTiniiu sc tada na vfedcći nač n. 


(M6) 



A 

si I t 


УМг dtaju reklora jc vcktor t jtf su kompo- 
ntfnttf jcdnakc zbiru odgovurajućih komponciuta 
vtfkn.ru 

A • B -i/l, . B Л.-В.. A t +BJ. (1.17) 

lo gtfOmctr.jski pnslstatljj vcktor ć'ji jc po&Uk u 
р.кс1 ku prvog, u kruj u kraju đrugog vekiora na- 
dovczuiiog na prvi(d. I J). Р.иг.им! vektora skufarom 
Л* Vtfktor ČJC su komponcutc proizvodi >ka.\i:a i 
odgovarajućih komponctiau vcktorn 


2u cvc opcrac.jc vu/a vlcdcći zaLom 


>. .Л- (/..!„ lA^.lAj. 


« 1 . 1 «) 


Л B^B Л. A (B i C) = (Л B)4-C, (1.19) 

i 


• ii\l |/u| Л, l/. + uJA /.A^fiA. *(A*B)-iA-/.B. (|.20) 


' 


Ako priraenimo zakon Iransformacije vckiora (1.14) na vcktorc A i B 
i sabcicmo dobijcnc jidnačinc. dobićrmo 


л ,‘~ B, - в дМ* i B K ). 

Pomnožimo 1». рак. navcdcni obrazac skabrom ), biću 


> л; - 


( 1 . 21 ) 


(I 22) 


Odavdc vidimo da sc koinpoiieiae zbija_ J\ aju rek mra i pro i:\iuLi , eUura skalarom 
nainJormUu po opiiem zakonu iransjonna/ije rekiora. ij. navvdcnc vviifciv su 
zu.sta лск lOfi. - - — — 1 

Na osnovu ovili osnovnih opcrucija moftf sc nia koji vcktor A ra/ložili 
na in subnka koiincurna sa koordinamim osamu (>l. 1.4) 

A i ON + NM* - M M. 

a poito jc ОХ = Л,е, ud . dobićvmo .Xj 

A -А.ш„ (1.23) I 

Skup jcdin ćmit vckiora koordinatnih osi 
e ( (/-1,2,3) neziva >c bazis prosiora. 
u vddoe A' >u котроцете ickiora u 

odnosu пд ovaj bazis. Subirkr A,e, (po - A/* 

gičkom indrk>u a vc nc sumira) sa dont* l ‘3| / , 

virunc jcdna' nc (1.23) zvaćcmo kompo- л |/ A 3 

nenhd vekion vrkiora л. , / ~ •*' Kj 

Skalarai proinod. Za dva vrktora * ; . A, 

A i B хка /urni ili i utinraiiji pfuiziod цУ У' 

dcf.uii; vc kuo proiZ'od njthovih micn- / A ? M* 

/itciu i kosmuaa ugla izmcdu njth i 
obćno se ozn.ćuva mćkom ili iiiulim 1 
Zugraduma si. i 4 

; А Вз(а. B) *■ /|Дсој|Л. 11.24) 

Ođuvdtf sc nrposrrdno moK- /aključiii d.i zj skalurm proi/v,»J vj2e sltfdcći /.ikuin 

A B-B A. A (/B)-()A)B. Л (В C) Л B -A C. (|.25) 

!z sarac dcfimcije sc v t di da ромој ( nckoliko bunth razlika i/nudu ovo« 
pr.M/vod.i i proi/voda brojoa Sk.nbrm proi/vod m**2c bm jolnuk nuli iako 
nijedan od vckiora nijo jtduak nuli i to uko su vckion nriogonulni. Ако jc 
p^-znui jcd.m od vtfktora ćinilaca i vitfdnu>( skulariioj: pioi/votTu. i/ toga *.• 
ue i,H>če >dno/m:čno odirdi н diugi vcktor. Najzad. u jtfdnukovii Л С B C 
ae i/tt/i da n»oiu biU Л = B. scm uko jc C prtn/voljan vtkior. 

Prtfmu saiuoj d.Titnciji tnouu >c lU'jsosrcdno naći skuluuu^pun/vddi jtiii- 
n'ćn.h vtfktora koordmaimli o>a. na pr. v,-e, - l. e, e— Q ildT. 5to тоД.то 
složiti u Scma 


e, e. e, 
f. I U 0 

e. I 0 I 0 

c, ! 0 0 I 


(»26) 
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Лко vektore А i В rizlofimo na lomponentc i primenrovo zakooc dutribucijc 
i asocijacije, imaćcmo 

Ovdc prcma kmi (126) vidimo da jc e, c 4 pa kao analitićki об /ik sialarnog 
proizvoda dobijamo ' 

A-B -Л,В,. \ (1.27) 

Da bismo viddi kako se skalarm proizvod ponaJa pri transformaciji ko- 
ordinaia (1.5), pnmcnićcmo relacijc (1.14) 

Л,' в; - (a u A ,) (*„ B t ) - Л' в л (* v «д ). 


*10 prcma molcmo napisau u obliku 

л;в;~л к в к . 

Odavdc /akljuĆujemo da хка/агпЈ proi:wd pti гоиф osiafe 'јш, 


(1.28) 


Vcktorski prui/>od. Druga vrsta proi/voda. v ektorski tU spoljain ji proizvod, 
dcfmlfc w kao vckior ćiji je mtcn/itet brojno jednak povrimi paraldograma 

konvlruisanog nad cim vcktonma (sl. 1.5), pravoc 
. __ normalan na ravni koju obra/uju ovi vcktori, 

A • 8 u upcrcn jc na onu stranu odaklc sc v; di da 

prvi vektor najkračim puteru prdan u drugi. 
OVa dpcrkcija .obićno se o/uačava krstom iTi 
2 srcdnjim /agradama i ako jc n,, jcdinidni vektor 

** - tako usincrrnc normak. mućeroo 

^ j А х B „(А^ B] - ^s.n,(A, Bj gj (1.29) 

|/\ / Na osnovu ovc dcfinicije vidi sc Јд a 

V ** . , vcktorvki proi/vod vsJr sledeci /лкош 


A A"B- ВхА, A х (/. B) = (ХА) *B. 

Sl. » 5 „ „ (130) 

Ax(Bf Cj'AvB^AnC. 

Prva od navcdenih rclncija i/ra/ava I2V. zakafr-ahtnttuire, kiji ovdc vaii umcsto 
/акопа komuiacijc. i ovaj proi/vod poka/uje ncioliko bumh ra/Jika u odnosu 
na proi/vod brojcvo. kojc vu analoge «*nima kojc snto naveli kod skabrnog 
proizvoda. 

Za jcdimćne vcktorC kooidinatnih o>a vektorski proi/vodi biće e, -e, =0. 
e, <• e, - e, ud.. ito možrmo pnka/ati kmom 


f i *, e » 


e, 0 

e, -e, 0 e, 

e. e 2 -e, 0 


(1-31) 


Obrizujino sud vcktotski proi/vod vcktora A i B, rastavljajući ih pn tom na 
komponcntc. Prioicnimo h zakonc distnbucijc i usocijaojc. imaćrmo 

A B - (A y e,) х (B* ej - A,B. (e, , ej. 
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Ovaj i/ra/, kao i rnnogc druge, možemo konci/nijc pisati ako uvedemo t/v. 
t-simbvl ili uinbol Lni-Ciiita 


( I ako jc pcrmutacija ijk parna 

-1 .. перлгпа (1.33) 

0 „ su bar dva mdeksa judmika 

Tada sc vektorski proi/vodi е^хс, mogu napisati u obhku 

na pr. /а у- 1, k - 2 

pa preihodni i /га/ /а A х B prrlu/i u 

A,:B -r (1.33) 

Ako se ovaj izraz ra/v,jc па osnovu (1.32), dobija sc cksplicuni analtiitki oblik 
vvktorskog proi/voda 

A л B - (Л 3 B , - Л , В,) е, , М, B x - .4, Д,> е. + (.4, B, - Л, В,) е„ 

Sto sc mo/e i/ra/i|i prcgkdmjc u vidu d-.icrmmantc 


liruinih osa 


A*B~ Л, Л ; Л, • Ц34) 

! B, В 3 В, 

Hravi »ckiori I pscuJovrkiorl. U ,*lnosu na ruUL4U-Ja»oaJinainih osa 
' ckioraki pnM/vtKh p..uoša kao. L*wHrr drup* vcl, lo'r, >la ж. JĐuic o[IwPsaicd ПД“ 
provrin pomoću (1.14). Mcdutim. postoii iransformucija koordmaut pri Jarnij 
sc I>p,»ljjva jcdna bitna Јцца k ( cristik a, vcito n k og proi/voda. nnime i/v. о^Л- 
tlanjr кгчтћпаш ~~ — • 

I/- 1.2.3). - (1.35) 

*to odgovara i/mcni onjentjcije koordinatmh osa. Pr» ovoj transformacij koordi* 
nate svib vcktora koji po svojoj prirodi iniaju odrcdcnu orjcniaciju (na pr. 
vektor puložaja, sila) lakod, mtnjaju /пак. у. A’ - A Mcdutim ima i vckiora 
koji sc pri oelcdanju konrdinata nc mcnjaju. ij. гл kojc jc A' - A (kuo nn pr. 
roomcni silc). 

Vcktoii prve vrste na/ivaju se ptml vektori (ili polarnl vekturi ). a vckton 
drugc pstvdovektori (ili aksljoM r ektori). Takvi su om vckion koji nemaju odrc- 
denu prirodnu orijcntaciju, vcć sc ona odredujc po dogovoru i s,oga su om 
ne/avisni od koordmatnog sistcma. Vcktorski 

proi/vod dvj prava vekiora uvck jc pscudovckior, у, 

dok je vckiorski proi/vod pravog vekiora i pscu- 

dovckiora pravi veklor. (Г f'f 7 / 

Mcšoiiii proi/vod »cklora. SkaJa/rv* prrn/v^t- / ; / 

vcktora i vektocsko g p roi/voda dva^vcktoraj / / / 

AtBxC) \У у Гу 

na/ivii se meioviti ргш^чч! teliloui. Da bismo J “ Г 

viddi njcgov geomctrijski smisao. konstruiSimo B • C 

paraldcpipcd nad vektonma A, B i C (s|. |.6) i 
za njcgovu osnovu u/mirno paraleJogram nad Sl 1 6 


A />'' 


ij-Č 


S I 16 


II 


ukjormu H i Г. Zaprcminj ovog pjraldcpipcda biće jednaka proizvodu povrime 
Osnovc U t i odgovaruiuće viiinc Acosa 

K-|B.C /lcos*-A (BxCj. [ (1.36) 


D.iklc, HH'šui uiproizvod rtkioraprtdsiavlja zapreminu paralelrpipnlo koasiruisa- 
nog naJonm fekiorima. Kako /aprcmma paraldcpipcdj nc zaviSi od loga koju 
ccnio siranu iiA:Ci /а ovnovu. skdi 

A|Bx.O-B (C. А)-С(Аж Вк_ (1.37) 


A .<BxO ^B>iC » A>"C'fAx B). _ (1.37) 

ć.mc jc i/ruAiu njegova iiiranjaninosi pn ciklićnuj pennutatiji siojih faktora. 
IVini jc ovd.* vužun vumo rod vckioru, ovaj prouvod &Л10 sc o/naćava i sim- 
lioloin | A H СГЈ. 

Лко ukSoviCi proisuid i/ra/imo u komponcmam* prcma(l.27) i (1.34). 
dob ćonio 

Л(В.С) /<,|В.С), H a lBxO J T/« J CB<C) > -jl | (5 : C J -e i C.| r 
• rl. | B, C, B, C,) A, (B, C. - B, C,). 

'ti. *c nii'A’ nup!«4i i u obl.ku dctcrminanic 

— л, *: a, • 

Л (В O- B , П : (1.38) 

, c, C, C, ^ 

Uvosliuki »»klorski proiivod. Vckiorski proizvcd vckloru i vcktorskog 
proizvcda dv.i vcktoia 

A ж|В 'O - 

B • C na/iva sc Jvosiruki rekiorski pra i:\oJ. Prcnu 

dcfmciji icklorskog proi/voda ovaj vckioi 

. __ jo nornialan na B >C (»I. 1.7). a ovaj ua 

/ А/ / vckior.ina B i C. Sloga J\Osin*ki tckiorski 

I / / proi:ro*l leh u rami koja oBruzuju vekiori 

/ ; в/с, i^ r ..нцјд — : — 

/ £. / [а7(в7с)-*В + ?сЈ (1.39) 

i Dq bismo | ga razvili. :zru/imo anali* 

/ \S / i.2ki njcsovu pi vu kompoucnlu prema obrav 

/£ s, / cu (l*W) 

Л .° U 1 |АмВ OJ, * Л,(В>. С>,- .4, (B : O. - 

S ‘ 17 -А^С,- В Х С,)-Л,{В,С,-В,СЈ. 

O.aj l?u/ ir.uisfoimi.Mmi dodavanjcm i oduz>inanjcin ćlnna A,B,C ćimc 
tiob.jaHlo 

[Л ilt C.|. Л.И.С. + ^С, , A,C,)~ C, (A, B, + А,В, i Л, B t ) - 
«, (Л Г) с,(Л Bj. 


Л" i6* Cl 


Sl 1 7 


Zjnio..jbjudi ind.k' I niiLUnn:i 2 i 3. nać. ćcmo analogt izraze i /а o'iak 
kompcncnic, tako du krajnji rvzulUU možcmo mtp.sali i u vtktor.koni obfiku 


A flt C)-B(A 0-Г(А B|. 


(I 40) 
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Gornjom rclacijom је dvosiruki vckiorski prouvod svcdcn пл jcdnostavmjc 

izra7f, ćio nam dajc prakjićno pravilo a njcgovo izrcćunavanje i znatno uprov 

ćava i olakiav* oprrac.je sa nj m. 

ZA D ACI 

1.1. Pod kojim uslovima ćc vckior AtB ddin ugao i/mcđu vektora A i B 
r.a dva jcdmfka dcla? 

1.2. Kukav uslov moraju /adovoljavan vcktori A i 11 du bi hila ispunicnja 
jcdnakosi A+-BI« A--B'* 

U. Koliki ugao obrazuju vckion A-Z’cos^e, P >,n?e. i B-Scos?*,* 
-Ssin^e, ako su P. S i ^ d* 110 kon-jnnti? Kol ka jc pin‘i(ina p.iralv 
logruma konviiu.’sanog nad ovnn vckioiima? 

1.4. Odr.-diti /. i p lako da »ckior A-(2, ).. u) budc normakm na vcktor.nu 
B--( — I, 4, 2) i C*(3. - 3. I) Koliki jc inicnznci iaL» odrcdciiog 
Vikiora A i koliki vn Uglovj kojc on /akJjpa \j vvklanma U C i 
A - B - C? 

1.5. Koliki јс ugao i/inedu v.kiora \ » U. ako jc (2Л-В) 1 (Л Hl i 
(A-2B) 1 (2 A - В)? 

1.6. Daia su in proizvoljnj vckiora A. II i C Odicd.n sk.tlur /. lako da 
A т / B budc normolno па Г. Odrcdiii *kalur i lako da A > U budv 
kolincarno vu C. Da ii drugi dco /iidatk.i ( m.v uuk ritciija’’ 

1.7. Za koje vrcdnosii pjiamctra а ćv vvktori Л * (I, - 1. »). B- (I. *. J| 
C- |3, I. * J bni lircarno zavism? Kollc nglove oni /aklapaju n.vdu* 
sobno ii lom slućaju? 

1.8. Njpisaii izraz A / B B C C * A u oblikn jsdnog uk|Or»kog pr.n/voda 

1.9. Рока/лп đa je <\ Bj IA II) 2|A B) i objjsnm pw*nicirij*ki snii- 
sao ic iducijc 

1.10. Daia su ln nckompl-narna vvkiora A. B. C koji ubra/»iju desni tnjvd.ir 
Kakvu onj.iiiac ји ćr jnuii trijcdar vcktora U - C. C ■ A. A т B .' U kak- 
vom odnosu stojc /jprcm.ne par.iJel. pipida koiistruiMnih nad pr*a in v 
r.ad druga iri vckiora? 

|.||. Izruiii pomoću jidnop ćiivoro'trukug pro.zuidu svaki od sleik’ćih i/ra/u 
(a) (A B) х (C - Di - C • |(A • Bl • D). 

(bi <A Bi (C D) Г-|(А D, D). 

1.12. Pokazan da је: 

S (A • B)-(C D)f|B C).|A Di (C A)-(ll/D)-0 

1.13. Kohki ngao zjkbpaju uktori (A - B) v A i (A B) B ako vikion A i B 
zakl.ipaju ugan b. 

1.14. Daia su dva vcktora A t B Rastaviti vckior B :ia »Ivc kompoin*nic od 
kojih ćc jrdna hni kobncariu sa A. u drutu nornulna ПД n,Kg.i. 


ЈЗ 


1.15. Pomoću datih vcktoru A i B koji imaju zajcdnićki početak izmili vckior 
B dobijen rotacijom vcktora B oko vckiora A kao osc za ugao 6 u pozi- 
tivnom smcru, Izračunaii zatim ugao у izmcdu B i B'. 

1.16. Rcsiti vcktorsku jcdnačinu: 

А + В/.Х-ХХ, 

u kojoj su A i B p»>znati vcklori, a X poznati skalar. 

1.17. U koordinatnoni sislenu OX t X 2 X t dal jc vcktor A = (2, 0. I). Naći kom- 
poncntc ovog vekiora u Msfcmu 0Х г ' X ; ‘ X,' koji sc dobija od polaz- 

nog rotacijom /а - - oko (a) Л’,-о«. (b) A'j-ose. 

6 


I.IK. PiMmatrati dcicrnnnantu: 



*1. 

«IJ 

*.j 

д- 


a.. 

— • 



“Jl 


I 


čiji su clcmenn kosinusi pravaca jcdnog koordinainog sislema u odnusu 
nu drugi. 

(a| Kuko ?c pomoču njc mogu iskazati vczc: - 8„? 

ib) Kolika jc vrtdnost ove dctcrminantc? 

(C) Dokazali da jc u ovoj dctcrminanti svaki elcmcnt jcdnak svom 
kofuktoru. 


1.19. Poka/ati da sc vcktorski proi/vod dvu vektora ponaSa kao vcktor pr> 
rotaciji koordinatnog sistciua. 


1.2U. Koordmaim sivtcm OX t X 3 X, prclazi u OX x 'X % ‘X Г/ rotacijom oko гкке 
o>c koju prola/i kroz koordinatm po&tak O. Kosmusi pravaca su: 



*.» 


I 

4 ‘ 





„ & 


Odrcdm na ovnovu ovih podataka jcdmični vektor osc ■ oko kojc jc 
rotacija i7vricna: smer vcitora a izabruti pri tom lako da u odnosu na 
njcga /udana rouciju budc u poziiivnom sineru. 

1.21. U piclhodnom zadaiku naći ugao U ra koji jc roiacija oko a iivrfcna. 

1.22. Rcšiii zadaiuk 1.20 u opit-m »lućaju: Naći jcdinićni vcktor ose rotacijc 
kojom sistcm OX % X.\\ prclazi u OX,’X X t ", uko ш po/naii svi kosmu- 
si pravaca. 

1.23. Koordinaim sisicm OX t X 3 X t obrnc sc za ugao 6-— oko vckiora 

A-(l. I, -I) i prdazi u sistem ОХ,'Л \‘X t \ Naći kosinuse pravaca 
primovanog sistema u odnosu na ncprimovani. 


1.24. Data su tri koordmatna sistcma OA'.AU',. ОХ,‘Х г 'Х 3 ' i ОХ," Х г " Х 3 " 
sa zajcdničkim koordinutnim poćctkom Kosmusi pravaca osu drugog 
sistcma u odnosu na prvi su a^. a osa trcćcg sistcma u odnosu na 
drugi Izrazili pomoću ovih vcličinu kosinusc pravuca osa (rcćcg 
sistema u odnosu na prvi i direkioo pokazati da vuži osnovna rcla- 
«ja Y„T„ = V 

1.25. Dala su tri ockomplanarna vcktora A. B i C. Pomoću njih »u obra/o- 
vani izv. vektori reciproćnog irijedra. 

л - — в c-— ** - ■— 

(АхВ) С (АхВ) C (A/B)- C 

Pokazati: 

(a) Da ovi vcktori obra/uju irijcdur isic orijcntacijc kuo trijcdur vck- 
tora A. B, C i /aprcmme jednakc rccipročnoj vrednosii /aprcmme ovog 
trijcdra; 

(b) Tnjcdar (A-‘)->. (B 1 )-*, (C-*)' 1 vcktora rociproćun vcktorima 
rcciproćnog tnjcdra indcniićan jc sa poluzmm trijcdrom; 

(c) Za svaki vcktor Q sc mogu napisali izv. (iibln vve relacije 

Q~(Q A ')Ај (Q II «)Вч (Q C ')C, 

Q-(Q A)A ' + (Q B) B“*+(Q C)C-». 

1.26. I'okazati du simbo) Lcvi-Civiu. dcfinisan formulom (1.32). /udovoljuvu 
slcdcoc relacijc: 

(*) ■ V V - 

lb ) 

(C) Су, - 6. 

pn čcmu sc u prvoj sumirunjc vrli po jcdnom, u drugoj po dva, u u 
ircćoj po sva tri indcku. 
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2. VKKTORSKA ANALIZA 


2.1. VEKTORSKB FL'NKCIJK SKALARA • 

I'ujam trkionko funkcijr. Skalarnc i vckiortkc ус!|в:пс mogu biii pro- 
mcnljivc i Zjvitni ixl jidnog ili viSc argumcnau, koji takcđc mogu biti ikalaritc 
•1« 'ckiurvkc pnrodc. U ovom odcljku ćcmo la/mairati vikiorvkc funkcijc 
»k.iliuiicp jrjiunicni.'i, kojo mo*-mo dcfinisoti na vlcdcći nać n. Ako svakoj 
vrcdnosli пскор sk.il.ira i* u i/vcMtom inii rvalu odgovara odrcdćrfj Vrcdnovi 
ihkog Vdctoiii A. kufrmo da jc A *ekiuriku / unkdja skulara, Mo vc ob ćno 
02 l)UĆ«lVit SU 

A-A(-). (2.1) 

Као pnmcr navcdimo vvklor poloiaja maicnjalnc laćkr, koji jc. ako к ova 
učka krcćc, odrcdcna funkcija vnni.na Ako pak vrcdnovi mLog vvkloia-aavm 
od vi\c argumcnaUi u,. v^. . . . muimo u^iprdsu.funkciju vJc vkalnra 

A Л( 1 /, v. ...) (2.2) 

CraniČU trrJuoM I ■cprrkidooM. Ovnovni pojmovi maicmat ćkc analuc 
iuogu v pr.-ncn i na vcktorvkč lunkcijc. Лко гл vvuko c>0 moirmo načt lakav 
broj <<irr- 0 da ги svc vicdnosn u гл kojc jc 


vj/i ncjcdn.ikosi 


и u v <3 
A [u) - A <г. 


(2.3) 


kažuiio dj jc A цгинн 1 ш mi/nuir /чпксџе A (uj ka*i u re!i ku u^. >,o 'c ozncĆava va 


lim A (u) _ A 


(2.4) 


GeoiiKirij.'ki ovo 7n-ći da ako s? sve vrcdnosn vckiora А(и) u ovom :mcnalu 
.iruumcniu dovcdu па /ajcdnićki poćciak (vl. 2.1), krajcvi vckioru A(u) moraju 
I,/j|i u sfcri polupru'mka ; oko krajnjo uićkc vckiora A. 

Pojam ncprekidnosii mo2c se tada dcfmi- 
— saii na slcdcči naćin. Ako jc vcktorska Tunkc.ja 

Aiul А(И* dcfmisana /ј u-u„ ako po»ioji pramćna 

t ' vrcdnosi ovc funkcijc kad u-+ u a i ako jc 

A C ) lim A(u) А(иД (2.5) 


Sl 21 


каДс *< da jc funkcija A(uj пергекч/на u tafki 


ч =. н. 


I(. 


Izrodi i pratila utoda. Лко jc dala г.ска vcklorska funkcija A(u). ncprc- 
kidna u izvcsnoj »aćki u, izrod tekiorske /ипкс/је A(u) pa orgumentu u u ioj 
taćki dcfimSc se kao gramčna vrcdnosi 


./А А(игДи)-А(и) 

— — lim . 

Ju A .-0 Д u 


( 2 . 6 ) 


Svaka funkcija koja jc difcrencijabilna, ij. nna odicdcm izvod o nckoj laćki. 
prcma samoj dcfimciji »igurno jc i neprekuina u loj lučkT. nKduiim obrnuio 
nc mora da vaii. 

Ako vtrkior A rastavimo na komponcninc vcktorr duž koordmnimh osa. 
i/vodc vektora mo?emo svcsti na izvodc rjjcgovih komponcnata. Odavdc vlcdi 
da za šAt>dc vcktorskih funkcija važc skrdcća prnila izvoda, analoga odgovara- 
jućim pravilitru гл skalarnc funkcijc 


du Ju du 


— (ХЛ|> >/*т—А, 
Ju Ju Jll 


(2 7) 


— (Л‘В)е А *^ B + • B, 

du du du 


~(Л»В)--- А /В»А 

du Ju 


(2 8 ) 


pri čcmu jc u povJcdnjcm obrascu buno sadrzali isti rcdoslcd ćlanova, 

Slućij viic argumraata. Ako iniamo vcktoivku funkciju vik vkal.irn 
A (u, v, • • •). granifna vreJnosi definik sc limc da za svako c>0 posloji takvu 
3(c)>0 da /а 

|u-uj<3. Jr-rJ<S 

vcži ncjednakosi 

| A (u, v, • ..)-A|<=, 

ito sc oznaćava sa 

hm A (u, r, ) — A. (2.9) 

Pomoću ovog ptijir.a mogu vc formuhsuii i ovinli pojmovi na analog naćin 
kuo i гл skalarnc funkcijc. Tuko sc umesio obićnog poj.ivljuju tnda parcljalni 
iziodi, koji se na рг. za promcnljivu u dcfmisu obrasccm 


*)Л , А(и.Дн, r, 

— * lim ■ 

ди a.-o 


; ) ~ A (u, v, 
Д u 


( 2 . 10 ) 


јД Orfrcdcai iolcgral. Nekajc jadana-vtJao/ska funkcija A(u). ogranuena u 
irticrvalu(oJt), ij. 1 хка")Ггд svc taćke log imcrvnla | А(и)|<Л/, gdc jc M ncki 
оЗг^спГогрјТ Podchmo ovaj imcrval ma na koji način na ndelova, kojc ćauo 
oznaćiu ia Ди^Тто TZKb'dif za ncki unaprcd dali niah broj 3 budc 


Obnzujmo pc.tom sumu 


Ди,ј= u,-u ( .|.<3. 


I А(-;)Ли. 
i- 1 


gdc jc bilo koja vrcdnosi argumcnu u u intcrvulu Ди,) Ako postoji gruiučna 
vrcdnost ovc sumc kad n-* * i ako ona nc zavivi odnačma poddc iniervala 


2 luai 
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(о, b) na liclovc, ona sc naziva odrcdfni mtegral Junkcijt A(u) od a do b i 
oznaćava sa - 


/ A (и) du — lim V А('ЈДи,. / ■ 


Rastavljanjcm vekiora A na komponcmnc vekiorc moicmo ovaj integral 
svoti nu odrcdcnc mtcgralc skaiarmh funkcija (kompontnau vcktora A), tako 
da i zn njih vo2e vhćna pravila inicgracijc kao i za intcgralc vkalarmh funkcija. 

Ako je vrcdnost funkcijc A(u) bcikonaćna u izvesmm taćkama, na pr. u 
tački u-c. pojum odrcđcnog mtcgrala moŽc sc gencralisaa na slcdcči nai.n 


~ *’ e l f 

J A (u)</m - lim ] A(u)t/u>lim / A (u)du 


( 2 . 12 ) 


Nu slićun naćm, pomoću odgovarajućeg granićnog prcKcsa, mogu vc dcfmisaii 
i inlcgrnli u hcskonačnom mlcrvalu. na pr. u intcrvaiu ( a . oc). Oba ova tipa 
intcgrala zajcdmCkim imcnom nazivaju sc. kao i u matcmjiičkoj analizi, neuoj- 
sivtni imegrah. 

Qjf; Lini|ski i povKinskl lategraii. Posmatrajmo izvcsnu limju ж.-д:.(и)> podc- 

linio njen dco izmcdu ućaka P, i P. ru /1 dciovj 

Д/, (si. 2.2). Oznučimo sa Д I, orijcntivani dcmcnt R 

ove krivc (Д/, = Д/.т в , gdc je т в jcdmitni vcktor 

ungcnic), a sa A(A/ t ) vrcdnost vcktorske funkc.jc u \ A|M .' 

mu kojoj tufiki Л/, ovog dcmcnta. Onda к linjtkl 

inicgral JunkclJe A ( 11 ) Ju! daie krhe od P x do P, М ' ’* 

dcfinife granifinim proccsom \ 


•I 

/ A • d\ - lim V А(А/,).Д/ (( (2.13) 

J . •-“.vl 


SI. 2.2 


pod usiovom 


oznafiava simt 


Лко jc ova Imija /atvorcna, gornji integral se obifino 


Posmatrajmo sad dco .V nckc zadane povrli. Cijc su jcdnafiinc .r. -.т.(м, v) 
podclimo ga na n ddova Д.9,(»Ј. 2.3.) Orijencilimo ovu povr* i sa 


AIM,) 


SI. II 


. 2.3.) Orijcnciiimo ovu povrl i sa 

AS.-AS,-. (2.14) 

олпаСшк? njen usmcrcni ckment, a sa А(Л/,) 
vrcdnost vcktorskc funkcijc u ma kojoj Ufiki 
А/, ovog dementa. Tadu sc po\riinski inie~ 
gral fitnkcije A (u. *)po ob/asii S daieporrii 
dcfimle obraKcm 

I A - dS Јпп V A (Л/,) - AS,. (2. 1 5) 

i 

oprt sumo ako ova granična vrcdnost postoji 
i ako ne zavisi od nučiiu podde 5 na 
delovc ДЗ 1 ,. Kod zatvoremh povrli ovaj 
intcgral se ficsto oznufiava simbolora j. 
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20. Sk.ALAR.NA poua. gradijem 

Pojaa skalurnog polja. Ako svakoj tafiki_ne_ke oblasti prostora odgovaru 
izvcsou odrcdcna vrcdnovl nekog škalara 

Ф^Ф(.Т1. tj.a,).:; (2.16) 

kaiemo du pos toi i л kalanui p olie . Na primcr icmpcrutur:i u nckoj oblasti јс odrc- 
dcna runkcija poloiaja 

T-T{x t ,x v х.) 

1 karaktcriic povmutruno polje tcmpcrature. Poiio skup (',. a m д.,) prcdvtuvlje 
vcktof položaja. funkciju (2 16) mo/c sr posm.iirati 1 kao skalarna funkcija 
vekiorkkog.-acgumcptfl r. 

Šuvimo-fc -Ф -Ф7 gde je Ф„ ncka konstanta. 


ф(х,, Ф,. 


(217) 


dobićcmo gcomctrijsko mcsro t ifiuku a којши Ф ши illu 't<dpp>j dv JO- jć. 
obifino jvvis 1 nazi va vc ekviskalarng uavri . Ponckad su od intcrcsa i skalurna 
polja Ф - Ф/п. V) dcfmisamTzj svc tafikc nokc zadunc povtii х, х,(м, ij. U tom 
slufiaju, goomctrijsko mcsto tafiuka u kojima skabr ‘1» нпа konstaniuu vrednost, 
Ф (u, V). Ф в . prcdstavljaćc ncku Imiju na posinatranoj povrSi, tzv. ekviskularnu 
hniju (npr. izobarc na povrii Zcmljc). 

• • м — •• • • 

1>Па1с1ја gradijrnta. Posmatrajmo dvr p e 

vrlo blivkc ckviskalarnc povisi, kojc odgo- / 

vuraju vrcdnosiima Ф, i Ф. + АФ i uofiimo / f 

na prvoj povrii ncku tafiku А/ (si. 2.4). J* 

Ako sc iz njc pomcrimo duž proizvoljnog \ лп/ Хч 

pravTa jcdmifinog vcktora l„ do drugc /кУу ^ч. 

povrii za Д /. onda sc granifina vrcdnost // л N. 


«)Ф ДФ 
— - hm — 
ćl д/-о Д/ 


(2 18) 



ф-«р.*Лф 


81 2.4 


naziva iztod ikaiara ф u datcm pravcu l e \ 

Brzina promene skalara u datom prav- ф. ф. 

cu bitno zavisi od samog pravca i nujvcća 

je u pravcu normalc na ckviskjlarou povrl. St 2.4 

Orijcntiiimo ovu povri lako da jc njcn 

jcdmifim vcktor normalc в и uvmcrcn ka ckviskalarnoj povrii ф -ф 0 ♦ | Д Ф |, ij. и 

smeru raiccnja skalara. Vckior fiiji jc tnicn/iiti — , a una pravac i smcrjcdi* 

дп 

mfinog vcktora naziva sc gradtjeni skahotv funkctje ф u tački M i o/načava 


grad Ф 


(2.19) 


a lakođc i simbolom — . Gradijcni jc, dakle, rektor čiji mtcnzml prfdsiavlja 

najveću pronienu povnattane ska/arne funk cje po Jedinict duline, Ima pravac nor- 
male na ckviskalarnu povri u toj lački, u orijeiiliusn je u smeru raščcnja ove 
skaJarnr Junkcije. I/ sumc dcfimcijc sc, daljc. vidi^da jc rrcdnost graJijentu 
nezovisna od koordinatnog sistema. 


Poiio izvoti - - možcmo napisaii u obliku 

dl 


i)i|i /Дф Д n\ 

Iim j ), Дп^Д /cos (■,. L), 

dl a/-eUo Д// . 


u granićnom sludaju Д/-*0 dobićemo 


odnosno 


Лф 

— -|grad^[cos(.„g. 


*• grad Ф. 4 


( 2 . 20 ) 


Timc jc uružcna vc/a i/mcdu i/.voda slalar. u dalom pravcu, odgovarajućcg 
jcdiiuCnog vckioru I, i grudijcniu log skalara. 

z Analilićki ohlik gradijcoia. Лко i c obra/ac (2.20j pnmcni nu jtdinićne 
veLiorc k«K»rdinainih osa e ( (i- I, 2, 3), imaćcmo 


т - - grad Ф e, - 1 grad Ф J cos (a,. e ( ). 
d» 4 

I3cvnu siruna prcdslavlja piojckciju vcktora grad‘1* na Л’ч>»и. tj. njrgovu odgo* 
var.ijuću Lon'poncntu 

(grud Ф) ( - (/-1.2,3). (2.21) 

дх, 

Odavdc 'tdimo da komponcntc gradijcnta nckog skalara pnkazuju prvmene 
tcskultinu' /\inkcije po jeJinfci Adiue u praveima koorJinatnih ма, л sam gra- 

dijent dnbija oblik . 


( 2 . 22 ) 

dx . ) 

рп ćcinu jc opet up«>tribljcna »umociona tonvencijo. 

Elrmcnlarna ргошспа skalara. Ako posmatrana skalarna funkcija u taćki 
Л/ imu vrcdnost Ф, и n vcoma bliskoj tućki M' vrednost Ф + ЈФ (sl. 2.5), 
prcina obrascu гл toialm difcrcncijal imaćcmo 

.. <>Ф , 

ЈФ = — Јх. 
dx t 

М1ФЈ_ — М|ф.|Јф| °'*i шги ™ oanovu О- 27 ) » (2-22) fnoic se na- 

7 a, pisati i u obliku skalamog proi/voda vektora 

j grad Ф i dr 


ЈФ — Ј r» grad Ф, (2 23) 

ćrnic je odrcdcna elemeniornu promena dcalornc funk- 
clje Ф pri pomeranju :a d r. 

2 SiraboUćki prika/ gradijcnra. Ako i/ra/ (2.22) 
napitcmo simbolićki u obliku 


si ’S 


grad Ф 
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12.24) 


simbol u zagradi, koji ćcmo oznaćiti sa 

v-.-r-. 


oznaćava opcracijc Loje trcba izvriiii ru skalarnoj fUnkciji Ф da bi sc dubto 
gradijcni ic funkcij:. Tada se gradijcni možc prikazaii kao 

grad Ф - V Ф, (2.25) 

a ovako defmisan simbol V fčiiaj ,,dcl" ili „nabla") naziva se Hamilton-ov 
operator. Prema «amoj dcfmiciji vtdimo da on istovrcmrno prclstavlja i difcren- 
cijahU operator i umboltfki vektor. pojto podia/umcva opcrac.jc difcrcncirunja, 
a &a foimalnc stranc je vcklor, iio ircba sialuo inuti nu umu. 

Gradijeat posrcdne funkcije. ALo jc Ф-/(м), gde je f(u) ma kakva ftjnk- 
Cija nckog skalara u. b.ćc 

tj. dobijamo 

grad / (u) - f (u) grad u. (2.26) 

čiiik je odrcdcn grad.jcot ma kakv« pasrcdnc funkcij?. U slučaju u-r, gde jc 
r -* Г» 1 , + ДГ, : -Гу? intcozitct vcktora polo/aja. imamo 

дг X, х 

■• — =-T — L —. т— — 1 , 

*>л*. iV+JTj'n v f 

tc jc 

i»f т. r 

gradr — e, 

дл. r r 

ра dobijamo 

grad /(r)-/4r)e,. - — " (-27) 

2J. vfktorSkvikhja. oivf.rcEncTja 

Po)am vcktocskog polja. ALo svukoj taćki Пскс odrcdcnc oblasti pru'lon 
odgov^ra odrvdcui VCktOr - * 

A - A(Xi« Лј. v*), (2.28) 


Хк. г ' 


(2.27) 


(2.2K) 


t.me jc dcfin.sano rekiorsko poljf^a.AtSu** .v,) predsiavlja vcktorsku Tunkuju 
vckiorsko R argumcnla r. Na pnmcr jaćina сГскГгк’поу polja u nckoj cblasti jc 


funkcija pololaja 


E-E(v„.v ; . x x ). 


Loja odrcduje posnutrano poljc. pn ćcmu 
napomenimo da ovaj naz.v nc ircba br- 
kaii sa pojmom inttn/iicta d:kirićnog 
polja E 

Linijc kojc imaju tu osobinu da u 
svakoj njihovoj tački «ktor A ima pra- 
vac tangentc (sl. 2.6) nazivaju sc vekror- 
ske Itntjc tog polja. Jcdnaćinc ov.li linija Q, j* 
rnožcmo dobiti polazcći od kolincarnosti 
vtklorm d r i A 

Jr = k A, 


SL 2.6 




u ta^ki M 


odaklc slcdi propordonalnost odgovarajućih komponenau 

dx, Јх. t/\, 

л , (*,. V.. х,) А. ( х л:., \j) " Л, (л„ .т а ;.тЈ * <2 29) 

iUs prcdstavlju difcrenc.jalnc jcdnačine ov.h Imija. 

Kkincniirna pramcoii »ektora. Ako пскд \eUoj*k*~.fuak*^ja u tački M 
inu* Jtšdnmi Л.-а U ~ bnkpn-icno bB>ko^i4ČU_ Л/ vrcdn ost \ + dA, cgt neniu r iur 
promcnff ove vektordte funkc.jc brće 

I ЈА - д -~ d\, - ld.x -‘M A 

dv . I Ai./ 

Operator u r.tgradi predsiavlja skalarni proLrvod vcktora dr i Hamilton-ovog 
opcratota (2.24). ic sc gornji izraz шоЛс simbolički napi»ati u obJiku 

J\m(Jf?)k ( 2 . 30 ) 

Dcfioicija discrgeoclje. Uočimo ncku ućku M vcklor>kog polja i oko nja 
iim kukvu mulu zatvorcnu p.>vr«i Л5, koja obuh\ata /apreminu ЛК (sl. 2.7). 

- Formirajmo površinski inicgral 

i ArfS - 

: \ a ,a,,m vrcdnosi kolićnika o\og intcgrala i 

/ EB \ obuhvaćcnc /aprcminc ЛГ kadti ova povlcdnja trži nuli 

I \ slcžući sc u tačku M Ako ona postoji i nc zavisi od 

' ou naćina клко ЛК idt nul., ov* gran.Ona vrcdno>i 


/а js 

div A - l.m ** 

»-* Д V 


(2.31) 


na/.vu \с <//» 
i 07ПаГа\а sir 


SJ. 2.7 SC diwtrneii a vktorskm fumlrii. Д u^ fuiki M 

i'0Zna7avu simbotom div A. 

I'rema samoj dcftmciji vidi ic du je vrcdnost divngcnc.jc nezavisna oj 
koordinumoK sisiniiu , te je mvanjantna u odnosu na mj kak\u transformaciju 
koordinaui. a takodc не ravlsi ni od ohhka /клгП Л5, pa moicmo uvck u?cti 
lukvu površ k«*ja num jc u datom slučaju najpogodnija 

Fuička iatrrprctacijj dbcrg f n rfr -An. s io dtvcrgcn c ija м pr.menama a frrtci 

najbolje \c mofc videti iz slcdcćcg razjnatranja. t«dim o namrc копкпсјји o 
hroiu ivk lurskih linila : kioz ml .mc u povištnc nor m^lno m 

\j:ki oi.i A uzinu jtj. JuLko^ckforfcLih.J.n^t.^it.jfPi.oin.k 
^m ^tct o vo ^Haora |u irabranom sisteinu jcdinica) na ipm mcstu. 

t iormalno po stavjjcoa površ JŠ p fn a,_tj_ 

A JScoix - A’JS 


Broj veklor\kih Imija кгог površ 5 bićc tada 

Ф ^ / A dS 


(2 32) 


А-Ш 1 и£Ј л Лакј , 1 ±ј£га A krp^povri S. Pri tomc ckmcn« fluksa A dS jcpo- 
zitivan ako^ vrktor^. na tonnmstu /aklapaoiut. ugao sa spoljoom normalom, 
Ij ako \cktorskc limjc tu .zla/c iz površi S, a ncguiivan u suprotnom slućaju. 
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Na osnovu dcfimcijc divcrgencijL- (2.29» vidimo da Joergcnciju /г. 
rrkiora u Jaioj lački prcdsiailja fluks ица rekiora kros ma koju n 
zunorenu po\ri oko le laćke po jedinici obuhvučene zapremine. Лко jc u г, 
taiki div A >0, b.ćc v.ie vcktorskih lntija kojc izluze iz tc p.ivrši nCgO 
ulazc, a ako jc div A<0 b.LS; obrnuto. Iz ovuga inožcmo zakljućil. da u i 
kama u kojima je div A>0 posioje iiron. a g</e je div A<0 ponon vekto, 
hnijo, a >unni \rednost dnergmuje Juje tumi nu-ru izJuinosn t:\ora ih ponor.i 
у Јипа sjpn niine. 

O Analiiićki oblik divergcacijc. Лко žalimo da nudcmo analilićki oblik di* 
g.ncix u pravouglim k«x>rdmaura:i. i/abcrimo za clcnumi ziiprcminc ЛР 
mcntarni paralelcpipcd oko laćkc A/(.t„ \„ л.) k..o ccntra ча ivicamu * 
i Jv. p.ralcln.m koordinatnim osama (sl 2.8). Tada sc fluks \ск«"га A k' 
površ PQkS mofc izraziti kao proizvod odgovarajuč'- projckcijc \cktora A 
.v, o»u i povimc PQRS 

ЈФ, =H,)ruits d \. «/-»,. 


2a vrcdnost komponcntc A t na bokonačno maloj površi PQRS mož. 
uzcti njcnu vrcdnost u ccntru к povtJi 

ц. u taćki + v.. .т,). Ovu 3 § — j ; 

\ rcdnost ćcmo dobiti ruz\:janjcm funk- j 1 ' o, 

cije A, ^r, + У flbr, . V. . -r, J za Г.кигаио i ^ ° м ^ 

х. i л, u Ta>lor-ov rcd / ’ * 

/ I , \ P d«2 ^ 

(' , |)/|/И % ' , |ј , 1 + — «/л | ,.т,,х 4 )- Л 

-Ј.Л. *,*,)+ >,(^;) + - ^ 

tc је ovaj fluks oblika Sl. 2« 

Fluks kroz naspramnu po'rš P' Q‘ R S'. pošto jc lu spoljnu nornulu supi ^ 
onjcntiw\na od х , osc, bićc 

ЈФ,- -(1>„ Г Л : Л,- -[(•«,)* --J ■M*» 

što ukupno iznosi 


J Ф, + J Ф , - dx x d<i dxj 


Na sličan načm moicmo naći i Пик«с\-с kroz ostaU. paro\c naspra 
povrSi- pa tako nula/itno (izostavSjjjući indcks A/J da ukupni fluks кго/ 
paraldcpipcd iznosi 



A -dS-l iA ' 

\d.v, đx. дхЈ 


( 


S đru^e sirunc, zapremina ovog paralclepipeda jc 

ЈУ=Јх 1{ к г Јх,. 

pj prcma ohrascu (2.31) 


div A - 


/ A JS 


<lobij;inii> r iiH/lilitki ohhk Jifergfrtcije 

divA ~r^'* < 2 35 > 

£<!. u ikladu sa sunuc;onom kon\-cncijom podrazumtva штјгап>* po indcisu 
/. Na pnmer /л vckior pjlolajo r-(.r, t x it b'.ćc 

d.t. д \\ dt. _ 
divr- ' + — = - -3. 
i>T, dx t дх> 

У> SinibuliCki prikaz ditcrgracljc. Ako i/raz (2.35) nap.Scmo simM.ćki u 

obliku 

div A j д A, 


i npvircdimo g.i >4 ohr ЈЧ.ЛИ гл skalarni proizvud ( 128 ). vidimo da on prcdsia* 
\lj.i skalarrn proi/vod \ckiora V, dcfimsuuog obrawcm (2.24) i posmatranog 
\cktor;i A. Na luj nučm divcrgcnciju moicnio simMtćki prikazuii pomoću 
M;iniilion.|>vog oivruioru kuo \kul.irni pioi/vod 


d*V A - V • A 


(2.36j 


2.4. KOIOK Vl.klOK \ 

Dclinicija rolom. Uoćimo n.ku laCku M u vvktonkom poliu (vl. 2.9) i 
|/ i»jc po\i:cnno ndun pruvuc odrcdcn j.-dinićmm vcktorom Zanm кго/ laćku 
M posuvimo ncku povri. i.ikvu da o, budc jcdmićm vcktor njcnc norma.'c u 
tućki M. i uoćimo na njoj jcdnu /utvorcnu konirolu Д L koja obuhvaia po\ma- 
tijim litćku M i iM odubrunoj povr<i omcdujL dco ćija jc povrlina Д 5. 

Гогштвјгпо linijski inicgrnl 

t“ i ; м 


i zutim gruiiićiiu \ич1пом kolićniku ovog mtcgiula 
i povHnte Д.У kud Д5-»0 stciući se oko iaćkc 
Л/. Дк<> ovj grjnična \rcdnost po^toji i пс zuviSi 
od naćinu kuko ДД' uii nuh, smalrtć.'mo jc 
prnjckcijorn iKkog U'ktoru nu n,: 


IrotAV,. 


/ At A • «/l 


(rot Aj e lim # 

a i—o ДД 


(2 37) 


Tako dcfmivan vcklor nazivu sc roior гс- SI 2.9 
k Utrskc Jiirtkcije Л n laSki M i ob;čno >c о/пд- 

čuv4 s;i roi Л. j u jnglosdkvonskoj litcruiuri čcsro sc upoircbljava snnlvl curl A. 
Uziuiujući I r i povrJi ДД* nko luvkc M sa nckomplanjrnim normjljma, dobija- 
nio in odgovarajočc projckcijc ovog vcktora, č.mc ćc roi A bni p»>:puno odrcdcn. 
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Prema samoj definiciji vidi se da je vrtdnost roioru, slično divcrgcnciji. 
nezausna od koordinainog sisicma, a takodc i od oblika konirole Л L. tc i ovde 
možcmo u/cti takvu konturu koja nam jc u datom slučaju najpogodnija. 

_ • Гикка uiicrpreticija rotora. Пи bismo istakli snnsao roiora sa glcd.šia 
primcna u Tuici. ukažimo najprc na icdiiu-karK ki ciistiku /aivorcnih vcj> iotskih 
linjja. Posmauajmo jcdno vckiorsko po’.jc u komc lakvc limjc postojc' рл iiočimo 
jcdnu od njih. otijcniiŠiino jc ii vmctu vcktora A i formirajmo duž njc hmjnki micgrul 

Г = ј\Ј\ (238) 


Inicgral ovakvog tipa na/iva sc cukulacija i vkinra A Ju: konmrc L, hcz ob/i- 
ra da li sc ova koniuru poklapa sa vckiorskoin hnijom ih nc. 

U ovorn slučaju duž vckiotskih linija vckiori A i </l su svudj islog pra\cu 
i smcra. ie ćc gornji intrgral uwk biti po/itivan, o pn suproinoj onjcntiiciji 
negaiivan. Scm u i/u/itnim slućujcvmia*, \aži i obrnuto: ako du/ izvcsnih 
koniura cirkuiuc ja mjcjcdnaka nuli. u loin polju posioj- zjtvorcnc vckmrskc hnijc. 

Nj osnovu dcfmicije rctora 12.37) v idimo du n,*mahw koiuponnmi roiora_ 
u JaioJ taćk\ prediiadja c.rkuloci/u log r ekiuru dui чш koje male kuniure oko 
-таПГрб 'jcđinici ~о£иГ1<и,7$е~р&13/1?~ ЛГо ifc u nckuj ГасГГТоТ Л'70 i uku 
/а površ Д S i/jhcrcmo uk\u da sc pravuc пјелс normalč в taCKi M poklapa 
sa pravccm totA. cirkubcija duž koniurc ic p<‘viJi b>ćc imiknuulnu, Č.nnu 
odgovara slućaj Lad sc koniura Д L pakbpa sa vcklorskom linijom. Odavdc 
шокто zakljućin du oko Uk'aka u kajnna jc rol A - 0 pouujv saivorcuc iekior- 
skc linije kojc ubmijaju praiac eckiora roi Л u Јт loCkuma. a niicu:iiei roiora 
Jaje nunt пнги crtbSnosii ovdt ranurcnh reklorAth hmja po Jcdinlci povriiiio. 

Fi/ićki smisao roioru možc sc sagltdull i рп |K>smntranju totucijc krulog 
tcla uko ncic osc. gdc \c рокл/ијс da jc totor hr/mt mu kojc taćke jtdnuk 
dvostrukoj ugaonoj br/im krutog tela.oćcmu sc d.ialjmjc govori u kursu mclunikc. 

1 Analitićki obtik rolora. l/abcrnno /и |X 3 

konturu Д/. u obruvu (2.37) ricnu’ntarni 
ptavougaomk oko ućke M{ д.. т,. .v,) kuu 
ccntra su ivicama Јх г i */д , puraldnim х , i д, j 

osi j ravm .т, O х, (sl. 2. 10). Onjcnniimo * 

konturu kao na s! C.. Ccmu odgovara on- Г ■— . 

jcntacija povrii PQRS ka po/uivnom smcru I оц d «3 

osc CirLulacija vvkforj A duž QR bičv I | . 

lada jcdnaka proi/vodu odgov jmjiićc pro- £ 

ickcij c vckioia A na ,т. os u i o\c du/mc QR 1 

rfr.-MJo.Jr,- . ' *г 

Za vrcdnosl komprnrnicd^duž bcsko- У 
načno rnk' sirtnc QR u/mimo njcnuvred- /* 
n^st u ccmru ovc siranc. t j. и taćli (д,. д, - 

+ J J\ : , x t . Nju možcmo n.-ći ra/vijanjcm Sl 7 10 


Sl ? 10 


funkcijc А У (\ 1Џ х.т ^Јх., х,) u Tay|or-:» red 


(Л } ) 0 ,пЛ>(х v„- 1//л,.\,)- A, (r,. \.. \ 3 | ‘ Јл ^ д А х [) 


■ViJeM. «,pr . ИЕ. Таим O.Tichuj icopuii »Tcni»n«.-ria « IV57). стр. 245. 
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Cimc dobjjaino 


‘ ,г -К + у‘"'К)Ј^ 

Cjrkulacija du? »uproinc Игапс SP ?bog saproine orijentacije biće 

d 1 : ‘ ’ ~ *2 dx , (^) J đx y 


iio ukl'pno i/nosi 


r/r.-t -ЈГ, 


-№) Јх. 


Na sliCnn naćm moic se poka7ati da jc »шпа cirkulacija duž drugih dvcju 
parnlclnih 'iiana 


(зт;).Л‘ /1 ’ 


i..ko da (i/ovldvljujudi mdck» M ) za ukupnu c.rkulaciju dui ovog paralctograma 
dobijamo 


#А,л- (£-гЈ) л * л - <24o > 

l’ušto jc ovdc obuhvaćcna povrima 

48 % -ix t ix» 

a ovoj pt>vr!Iini odgovara komponcma roiora u pruvcu A', osc. prcma obruscu 
(2.37) 

r.«.*v fA.rfl 


(2.40) 


(rot A), - 


»li'bjjamo prvu komponeniu rotora 

(roc A), - 


дЛ % дЛ, 


дх г ć.x, 

Ovtalc komponcntc možcmo naći ciklićnom pcrmuiacijom indckva 


(241) 


*X, дх, S л - 


дх, дх. 


а sarn roior biće 


, Ц1 А . + h + Р4 _ *А\ 

\*>х, дхЈ \dx, дх х Ј * \d*, d.t,/ 

Ovaj analiiifki obiik roiora konci/nijc sc UraŽava u obliku simbolićkc dcrcrmi- 
nantc 


roi A - 


c, e, e, 

д д д 


I d V, dar, дх, * 
i .4, А г A t 


(2.42) 
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gdc sc npr. pod proizvodom - д - i A , podra7.umc\a 1 . 

дх, д\. 

položaja inumo. poiio su koordinaic л, mcđusobno nc 2 a\isnc 


Tako га vckt. 


roi r 


?- с Л,, h (" l _ , s+ (*£• _ ' * M ,, = o. 

- i ).t,/ \d.t, дхЈ \*).t, дхЈ — 


SinboliCki рпкау пнои Ako gornji Ј/Г37 uporcdimo sa ubra>ccm 
vekiorvki proizvod (1.34), vidimo da on prcdsUivlju vektorski proi/s.Hl vekto. 
V i vcktora A. Na laj noćin roior_možcmo napisaii nmbolički pomoću Hjm 
lon-ovoB opcutora u obliku / 

rot A - V х A. I (2.4 

Poređenjem obnuaca (2 25|Г^*^б)~7 »2.43T /upa/amo du se gradijci 
divcrgcncija i roior mogu priku/aii na analog naćin ponioću Humilion-o\ 
opcratora. 

klaiirikacija vektonkili polja. Prcmu vicdno>tjnu divergencijc i rotu 
vcktorska polja mogu se p*»dclit* na ćclin giup.*. 

1. Pouncijalna ili hcrilolna palja, kod kojih jc u svim tućknnm pv 
гшА 0, u div A ?- 0 tur u ткЈт lačkaina. 

2- Solenoitlna «ii vrilufnu polja, gdc jc u s\mi laćkuma divA-0. 
rotA/0 bar u nckim lućkanu. 

3. l.aplucc ma pol/u, dcfmisunu цте du jc u ivim laćkunu pi»lja div Л 
i rot A - 0 

4. Shzena poljo. gdc jc bur u nckiin lućkuuu div Лу-0 i rot А / 0. 
Ovakva polja nvek so mogu prcdstnvm u v.du supcrpo/icijc jcduog poiencijaln 
i juJnog solcnoidnog polja. 


2.5. PKIMENA hamilton-ovog opkratora 

(iradijroli alo/caijih пга/а. Pola/eći od anuliiićkog ih simbolićkog pnk. 
gornjih vdićina. mofcmo izvcsti odgovaiajućc opcrucijc i 7a tložcmjc izra 
bilo analitički bilo primcnom lluiiiihon-ovog opcraiora. Poiio jc prvi mc* 
ćr>io skopćan su glomu/nim i/rućunuvanjima, u prak'i vc skoro ivkljuć.vo kor, 
drugi, tj. prlmcna HamllioOfOiv jr vperaima. 

Pn tomc /bog nj?govog difcrincijnlnog kjrukicru шогапНЈ ga primcn 
redom na pojCdinc skalarnc ili vckiorskc funkcijc, koje o/naćimo zvczdicom 
dobijcnc rc/uliaicsabcicir.o. Potoni na osnovu njcgovog vcklorskog karakicra s\ 
od dobijcmh članova moramo uko trunsfonnisJU du sc opcralor V nade K 
od funkcijc na Loju ga trcbu primcnili. 

Prcma dcfimciji za graJijenl zh ira th a jkalura imaino 

\ grad (Ф + Ч‘) = grad Ф - grad T.j (2 - 

GraJiie ni pr o izcoda ilva tkalgra . mSazimo рптспот Hamilton-ovog operat. 

V (Ф Tj - V (Ф* 40 н V (ф У*) - Ч* V Ф* г Ф V H'*. 

odnosno 

gr,*d (Ф 40 - Tgrad Ф- Ф grad Ч'.^ (2.- 

Da bi&mo nail i ^гаЈјјепГ^јТ аЈи ггтјГ prdhvoi la~ 'raž v i j mo izruz A < (V * 
prcma obrascu (1.40) * 

A a (VvBl-V(A B"j-(A V)B*. 



Zamcnom mesia A i B i?la7i . • 

e»(V*A) = V(B.AV(B V)A*. 

uko da sabiranjcm dobijamo 

A xBj+Bx(V х A)-V(A* В)*-У(А B*)-(A V)B*-(B V)A e . - 

PoSlu jc 

V (A • B) - V (A* • B) + V (A • B e ). 

odavdc slcdl 

/ grad (A B) - A х fol B + B < rol A >(A • ' Vj B >( B-V) A _\ (2.46) 

. Dlvcrgeacijc Uo)c«ljih i/rau. Na osnovu definicije neposredno se vidi da 

jc ifiverRfiicija zbira đra vckiora 

) div(A . Bh-div A fdivB (2.47) 

Pomoću drogog obrasca (1.25) divcrgcncija proizroda~ tkaJara i i ckiora mo ic ic 
p suli u obliku ^ 

V • (Ф A) - V • (Ф*А) + У-(ФА*) - (V Ф*) • A i Ф(У • A*). 

I div^A)-«fcdivX t- A grad^] (2.48) 

Pruru osobini (I 37) dbrrgencija tekiortkor pru ijvoda b;će 

V;(A* B)-V (A* ч B) f V (A *B'| B (V*A e )-A-(V -B*), 
ćiiih. dobijaino 4 

I div (A х B)- B roi A-A fOtB \ (2.49) 

D ^Ruiuri Uolcoijih i/m/a. Na slićan naćin /akljućujc adajc roioe ibtru d ra 
ukiora jcdnak " 

i ioi (A ч B) — roi A + rol B \ (2.50) 

N* osnovu drugog obiasca (| .30> roioTpfoTzroJa skalara i rekiora dovodi se u obiik 

V (Ф A) V х (Ф* A) , 7«(ФА')-(УФ*|* А + Ф(УхА*). 

odnosno 

jroi (Ф A ) ■- Ф rot A - A х grad Ф. \ (251) 

N.ijrad. prcma (1.40) ru lor t rk lonkog p r o i:fdJ a ~ ifto Tc sc p.sali kao 

V> (A> B) — V х (A* х B Л V х (A > B')-!B V)A'- 

- B • (V • A*) + A (V B')-(A T)B*. v 
oduklc »lcdi A > 

jjol(Ax B). A-divB B đivA (A V)B>(B ^)АД (2.52> 

Navcdmi obrasci nam pokaruju kako sc 
gradijcm. divcrgcncija i rolor nckog složenijcg 
i/ra/a mogu svoii na prosiijc opcracijc, kojc se 

odnoscsamo пл pjjcdinaćnc Гкпкојс u lom i/ra/u. c 


.Hlnosno 


2Љ INTtCR4l.NL ItOKLMK 

. • Caass-om (corcmi. Ро>та1гајто u vckior- 
skom polju neku zaivorcnu povrl S. koja obuhvaia 
i/vcsnu /aprcminu V ( $ |. 2.1 1). Preipostavimo 
da jc pjsmairana i ekiorska funkcija A (х, х г х,) 
difercndjalna, a njeni prvi iz\odi ogranićeni u toj 
oblnsii. i/drlimo na bilo koji naćm ovu oblasl u 
bc.konaćno maJ-? ckmcnic i uoćimo j-dan (akav 


2S 


>^Гса4* 


’ 


dcmcni, zaprcmioc dV ogramćen izvesnom površi 85. Za bilo koju laćku u njcmu 
obra/ac (2.31) možcmo prcpisaii u obliku 


a 'otuda 


•>"*’— d r-~- 

)AdS-đi4AdV. 


(2.53) 


Ako гл svaki ilcmeni zaprcmmc napiScmo ovakvu jcdnaćinu i poiom ih 
sabcrcmo, na dcvnoj slrani dobkcmo zaprcminski mtcgral po oblasii V. Pri 
sabiranju izraza ne levoj siram za svaki dcmcnt povrii dS koji jc zajcdmćki 
za dva uscdna eicmcnta zaprcmmc. /bog jcdno/naćnosti funkcijc A (л,, .r.. д:^) 
i suprotno usmcrenih demcnata povrii dS. pojavićc sc dva suprotna Ćlana 
A-dS i - A-dS . Na laj naćin pomitićc sc svi ćlanovi koji se odnosc na dcmc- 
nic dS u unutrašnjosli. lc /bir izra/a na lcvoj strani daje povriinski inicgral 
po spoljnoj povrli 5 

(j)A-dS — J div AdV. (2.54) 


(2 54) 


0\-o jc leorema Gauu-Osirogrotlikog, koju ncki aulori na/ivaju i Grren-owm 
tcorcmom . a kralkoće radi mi ćcmo jc u daljcin i/laganju /vali prosto Gaussovu 
tcorcma. Ona poka/ujc kako ic povrlmsk i inicgral po ma kujoj zauorenoj povrli 
mufe prelrorln u zapremmski. 

- — I/ same formulc (2.54) vidi sc i ra/Jog za uvcdcnc 

z' prcipostavkc o funkciji A(.t,, .r 2 , x 2 ) i njcnim izvodimu, 

/ \ Naimc, ako je vekloiska funkcija A difcrencijabilna, 

f \ sigurno je i ncprckidna. ito je dovoijno za cg/islcnci- 

( у.у. N \ ju inlcgrala na lcvoj sirani. S druge siranc. difcrcnci- 

\ l V’ 1 / >** >| * поМ obc/bcdujc i postojanjc divcrgcncijc, dok jc 

\ I K J ogramćcntni njemh izvoda dovoljun uslov ui cg/istc- 
$4 / nciju mtcgrala s dcsnc slrane. 

Ako navcdcm uslovi nisu ispunjeni u i/vcsnoj 

oblasti V. tu oblasi moramo izdvojili i samo i»n 
Л 202 prcostuli dco V - V' (sl. 2.12) možemo primcniti 

Gauss-ovu icorcmu. Sad jc la oblnst ograničcna i 
iznuira i/vcsnom povr4i S*. lako da Gauvs-ova icoicma u ovom slućuju glusi 


Sl. 2.12 


f A dS - / divAi IV. 


(2.55) 


Slokevova tcomaa. Posmalrajmo sad ncku prosio zaivorcnu konluru L 
i ncka jc S ma koja povri oivićcna ovom koniurom (sl. 2.13). Pictposlavimo, 
као i рп izvodcnju Gausvovc tconmc. d.i j: 
rektorska funkcija A(x,, xj dferencijobilna, a 
njeni pni izrodi ogranićem u loj oblasii. Podclimo 
па bdo koji naĆin ovu povri u bcskonaćno male 
elemcnte i uoćimo jcdan lakav clemeni dS, oivićcn 
koniurom tL. Za ma koju laćku log clcmcnla ob- 
razac (2 37) dajc 

f A - d\ 1 




liii: 





SL lU 
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odaklc slcOi 



f At/I - roi A.JS (2.56) 

м 

Napikmo li o>akvu jednaćinu zasvaki dcmcnl povrSi i zaiim ihsabercmo, 
na Ucsnoj strani ćcmo dobiii povriinvki mtcgral po povrii S. Pn lome svakom 
luiijskom clcmcntu jJ\ koji jc zajcdmćki гл dva suscdiu clcmcnu povrfi^ zbog 
Kdmiznućnosii funkmje A (х x, % *,) i suproino usmcrcnih clcmenau di. odgo- 
varaju dva suprotna dana Л «Л i Л-Л 5loga ćc sc pri ubiranju izrazn na 
lcvoj slrani poniitiii svi ćlanovi na zjjcdnićkim gramcama, uko da sc dobija 
linijski inicgral po koniuri L ovc oblaui 

fA J\- /rolA-dS (2.57) 

L S 

To jc Siokes-oi'a trorema, koja sc u ravni ćcsto na/ivu i Grecnovom teo- 
rcmom, Ona nam pokazuje kako sc linijski inirgral po mo kojoj prosio хапо- 
rvnoj koniuri moir prenurill u povrlinski. Difcrcnoph.tnosi funkcijc Л(х,, x t . хЈЈ 
i ogranićcnost njcnih i/voda poircbni su ovde iz isiih razloga kao i kod Gauv- 
•ove loorcmc. Ako navcdcm uslovi msu ispunjcm u izvesooj oblasii, lu oblast i 
ovdc moramo rzdvojili i samo na prcostaii deo možcmo primcniti Slokcvovu 
teorcmu. 

I'iinunr ovnovaik tcorcni*. Iz Gauss-ovc lcorcmc mokmo 
dobiii ni i novih intcgralmh suvova. Tako na pr. ako siavimo 
j; C proi/voljan konslanlan vcktor, Gauss-ova leurcma dajc 

f ФС JS - / di м(ФС)ЈУ (2.51) 

s r 

1’tKlo jc nu osnovu obrasca (2.48) . t'' 

div (ФС) Ф div C t C • grad Ф -^C • grad Ф, 

dobijarno - — ' 4 — "• 

C- f d'dS-C- J grad ФЈУ, 
s r 

a da bi ova jcdnakost važila za bilo koji vckior C, mora biii 

"*• "“'n 

f ^i/S- /grad^dH (2 59) 

v* tr 

X • — — - 

Лко Gausvovu tcoremu primcmmo na vcklor Л х C, gde jc C opel pro- 
i/\oljim konsiantan vckior, dobićcrao 

/!(Л х C)-dS — J div (Л • C) ЈК (2 60) 

S V 

Ovdc prctna (2.49) i ( 1.37) niožcmo staviii 

div (Л > C) = C • roi A - A • rot C - C • roi A 

r/S • (Л х C) - C • («/S х Л). 
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pa gornji obrazac prdazi u 

C- fdSxA~C- J rolA ЈУ. 

S V 

Zbog , oizvoljnoai vektora C odavdc skdi 

f t/S » Л — / rotAdK. 


( 261 ) 


Siavimo li jo? A^^gradij/. gdc su Ф i ф ma kakve akalarnc funkcijc 
kojc zadovoljavJju navcdcnc uslovc Gauss^ivc tcorcmc, ova teorcma dobiju oblik 


f Ф grad iji • dS J div (Ф grad ty)dV. 


(2.62, 


Poito jc na osnovu (2.48) 

div (Ф grad ф) - Ф div grad ^ t grad • grad Ф, 

iz (2.62) sledi * 

j Ф grad у • </S - J ^dtv grad y»/K + j grad > grad ФЈУ. (2.63) ; 

S V r 

Uo u spccgalnore slućaju Ф-у dajc 

f $ grad ф • dS ■ J div grad ф T (firadvJ») 3 J */И. (2.64) 

s r 

Лко izvriimo uzajamnu izmcnu Ф i у u (2.63) 

f 'J'grad Фг /S- J ij»div grad ФЈУ + ] grud Ф grad ф dV 
s r r 

i oduzmcmo ove jcdnaćinc. dobićcmo - 

f (Ф grad^ у grad Ф)- JS - ^(Ф div gr.id - <{/ div бгјЈФ) dV . (2.65) 
s r 

Navodcoi stavovi (2.63), (2.64) i (2.65) po/naii su pod imcnorn Grern-me 

leoreme. ■ 

Na sličan način kao u prclhodnom sJućaju, mogu sc dobiti artalogc pov- 
lcdicc i Stokcvove icorem?. 


. 2-7. PHOSTOHNI IZVOOI 


Ројаш prostomog izvoda. Posmairajmo poljc ma kakve fi/ičke vtličinc 41, 
koja možc biti skaiar, vekior ili složmijc prirodc. Uoćimo ncku laćku Л/ u toiu 
pŠju i oploffmo je nckom malom zatvorcnom povrii Д5, koja obuhvaia zap- 
rcrainu ДК, kao pri defimciji div»rgcncije (sl. 2 7). Označimo sa • ncku ope- 
raciju množcnja vcktorom; za skalarnc funkcijc lo jc proizvod skalara i vck- 
lora, a za vcktorsk; funkcijc lo možc bili skalarni ili vckiorski proizvod. Tada 
sc granićna vrvdnost 

fdS.4 1 

J .1% cz. 


Iim 

лг^ o ДР 


( 2 . 66 ) 
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ако ona poMoji i ih. /»v.'ei' od noirna како ДР irfi nul. iicžud se u Učki M. 
prcma Jung-u nuzrva pr+uorni пуоЈ fmkcik Ћ u loćki M u odnosu na оргго- 

ciju 9 . ^ 


Iz same dcfinicijc se vidi da jc vrcdnost proslornog irvoda u nckoj učkt 
b.tno odrcđcna ponaianjcm funkcije u okolini tc tačkc, otkuda i potičc n«2iv. 
Tako uvcden pojam omogućava, kao tto dmo odmah videti, jedinstvcno sagle^ 
davanjc pojmova loorije polja. 


^Profclorni Jivodi prvog rcda. Ako_Jg_ vgjjfen^ jl ncka skala ma funkc ija 
_ > odgovarajući prostorni i/vod možcmo iransformisati prcma 


obriLscu (J.59) 


$№-Ф 

lim lim 

д**-а ДИ ar—e 


I grad<t» dV 


- lim giadd', 
дг-а 


а to jc gnu/ijcni posmairanc funkcije.u taćki M 


t dS Ф N 
.lim - ■ 4 

V у 




(2.671 


Ako jc pak vclićma i Vcku.rska funkcp Л (х, , х,), a zvczd.ca u (2.66- 
znaći slealarno množcnjc. Aa osnovu (2.31) nepos.cdno *. vidi da je ovai pro) 
slorni i/vod Jlirrgcncl/a funkcije u ućki M 


fdS'A ^ 

|im — -divA 

ЛГ-.9 ДК 


(2.68) 


Naj/ad, uio /vczdica /naći vcktorsko mnofcnje, odgovarajući prostorni irvod 
fc irarufornuk- pretna obrascu (2.61) 


/dS*A 


/ rot A ЈУ 


— 7 lirn lim rotA, 

ак-о Дк Av-o ДК Ак -e 


ćimc dobijamo roior posmatranc funkcije u taćkr M 


jdS.K 

lim 1— — rot A 

дк .e ДК 


(2.69) 


Na ovaj naćrn sc pomoću pojma prostornog izvoda može dati jedinstrcna 
Јс/ипсЦа gradijenta, divcrgcncijc i rolora. 

16 Proslorni iavodi diusog rcda. PoSio su rezultaU navcdcnih opcracija izvcsnc 
skalarnc ili vcktorskc tunkcijc. od njih se lakode mogu obrazovati prostorni 
i/vodi . koji sc vioga nj/i vaju prostorni izrodi drugog rcdo. Od gradijema. koji 
jc vcktor, mogu se formirati divcrgcncija i rotor 


div grad Ф, rot grad Ф, 
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od divergencijc kao skalara samo gr.tdijcnt 

grad div A, 

dok ic od rotora, kpji jc vtktor, mogu obrazovati divcrgenc.ja i rotor 

div rot A. rot rot A. 

Ođavdc vidiroo da ima pcl prostomih tzvoda drugog reda, koji najlakšc mo2cmo 
nači primenom Hamillonovog operaiora (2.24), jmajući u vidu simbolićkc pri- 
ka/c prostornih izvoda. 

Dirergmdja grodijenta možc tr, pnmenom asocijaUvnog zakona za skularni 
proizvod. simbolićki napisati u obliku 


ili kraćc 
gdc je 


div grad Ф 

div giad Ф-ДФ, 


A-VT-iV J 


(2.70) 

,2.71) 


Uv Lap/ace-or operaior. Njcgov ckapliciini oblik dobija sc pomoću obrasca (1.27) 
nmbolićkim тпоДлјст odgovarajućih komponcnata: 

д д 

д -v.v.--- - * . 

дх.дх. 


odnosno. bez рпппк suniacionc konvcncijc, 

Do istog rczultata možcmo doći i analitićki, prcma (2.35) i (2,21), 


(2.72) 


д (дФ\ * <РФ 

div grad Ф = • — ( 1 - V , 

дх,\дх,) ,r L ćx} 


ito se poklapa sa gornjim i/razom. 

Rutor gradijenta i/ražava sc na slićan naćin, koristeći asocijativni /akon 
7л vcktorski proi/vod 

rot grad Ф - V ». (V Ф) - (V К V) Ф, 
a poito jc V * VtO, тл ma koje Ф dobijamo 


roi giad Ф??0. 

(irodijent Jirergencije то« sc rupisali u simbohćkom obliku 

grad div A - V (V • A), 

a u komponcniama ru osnovu (2.35) i (2.21) imumo 


grad div A 


(2.73) 




(2.74) 


r 



Divtrgencija roiora unosi, ako se primeni osobina ciklićne permutadje (1.35) 

div roi A — V • (V х A) - (V х V) • A, 

a poito je V*VwO, slcdi da je za nu koje A 

_ У div rot Л=0. (2.75) 

Roior rolora nvožcmo Iransformisali prcma obrascu (1.40) 
rot rot A — V х (V ж A) — V (V-A)— (V- V) A, 

fiime dobijamo 

rot rot A - grad div A - Д A (2.76) 

gdc je 

ДЛ-^ДЛЈе,. (2.77) 

Ovaj obra/ac omogudava nam da rotor rotora svcdcmo па jcdnostavnije uruc, 
koji su pogodniji /а »ipotrcbu, narofiito u slufiajcvima Lad znamo divergcnciju 
tog vektora. 


2.B. NALA2ENJB VFKTORSKE FUNkCJJE POMOCU DIVKRCENCIJE Г ROTORA 

Formulacija probkma. (J mnogim piUnjima tcorijske fizike nailazi se na 
pioblcm odrcdivanja vcktorske funkcije Л(г,. xj na osnovu poznavanja njcne 
divergencije i rotora. dakle na probl/m reiavanja jcdnafiina: 


d'V A - D (Jf |t Xj. х,). rot A - R (дг, х, х,). 


(2.78, 


u koj.ma su skalarna funkcija D(x t ..x„xJ i vcktorska funkcija H(x lt x..xJ 
unaprcd /adanc. Za naloArnje rdrnja poUcbm> jc prcci/irati i gramfinc uslovc 
kojc tra&na vcktorska funkcija mora zadovoljavati. U najveficin broiu slufiaicva 
1ГИ.1Ш1ШШ1 im„ llji m П|,|Ц|Ц,| p.wrli -i nornuilna komDunenu 

traicnc vcktorskc funkcijc mora imali /adaou 

« ■ ■> - — , 

А а (*,, х,. х,) -/(x |t 7., xj. (2.79) 

gdc jc /(.r,, x it Xj) unaprcd 2 adana funkcija, a crta i/nad urgumcnata uka/uie 
da sc jcdnukosl odnosi samo na tafikc povrii S. Gramfini uslovi sc roogu za- 
dati i drukfiijc, afi sc ovdc u to nefiemo upuSuti. Nifc fiemo dokazati da rela- 
cijc (2.78) i (2.79) zaista jcdno/.nafino odrcduju traienu vektorsku funkciju 
A (r lf Гј, .v,). I*r, ovorne ficmo prcipaslavm da su funkcijt D(x., х. xj i 
К(Л,. Лј. л,) neprekuine и oblasli G omtJcnoj porrii S. osim moiJa no koaaćnom 
broju povrSi 1 . 

Ufiinimo preihodno dve vaine napomcnc. 

Da bi probfrm odrcdivanja vekiorskc funkcije A(x„x..xJ iz navcdcmh 
rclacip imao smisla, moraju biti ispunjeni odrcdcni usiovi kompaiibilnosti 
Гако, /bog idcniaeia (2.75j mora važiti: 

div R -0, ( 2.80, 

u na osnovu (2.54, i (2.79) mora bjti: 

J D ( T ,Si> хЈЈГ- х г , xjdr. ( 2 . 81 ) 

U duljim ra?mulranjima ćcmo preipoataviti da su ovi uslovi ispunjcnj. 
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S drugc straoc, jcdnafijnc (2.78) prcdstavljaju sistcm od ćtiiri parcijalne 
diferencijalnc jcdnafiine sa iri ncpo/natc funkcije A, (х,, x Jt x,J, A : (х,, .r,, xj 
i A,(x lt Xj.Xj) Sistcm koji ima viJe jcdnafiina ncgo ncpoznatih funkcija može 
imati reicnja samo u specijalnim slufiajcvima, kada su jednafimc u uv. mvo- 
luciji. Uslovi za ovo sc detaljnije analiziraju u tcoriji parcijalmh difercncijalmh 
jednafiina prvoga reda. Na ovom mestu ćemo na jcdnostavmji nafiin poka/ati 
đa sistcm: 

дА, дА - dA t n ч 

1 ♦ - — +- u (X, , Xj. х,,. 

дх, dxj dx, 

дА у дА, r . 

dx, dx, 

дху dx, 

d J±J-*±rR y (x lt t.,x,) 

дх, дх 3 

cksplicitno napisanih jednafi.ru (2.78) zaiita ima rcknja. Лко drugu od ovih 
jcdnafi.na difcrenciramo po х, a ircču po .r, pa rc/uliate sab.rcmo, dobićcmo 
nakon ncznainih uprolćtnja i korilćcnja usJo\-a div R - 0 rcluciju: 

д IdA. дАЛ 0R, 


>_(0A : _«МЛ 0R, 

х, U.r, дх.1 0 x, 


iz koje intrgracijom po х, pioizilazi: 


_в (,, , ,T, . Т.) + /(*,. *j) 

d.r, dx, 


(2.82) 


gdc jc F(x., X,) гкка proizvoljna funkc.ja. uscdcna umcsto proizvoljnc konstante 
intcgracijc Mcdutim, piema poUcdnjoj od jcdnaćmu gornjcg siMcma ta funkcija 
mora biti jcdnaka nuJi. Sioga se ta poslcdnja jcdnafima (odnosno, bilo koja od 
tri skalarnc jcdnafi.nc ckvivalcninc rotA- R) možc shvuiiii ne kao jcdnufiioa 
nczavisna od prcostalc dvc, vefi kao dupunski uslov koji moruju zadovoljavati 
reicnja A,.A , i A,(tj. na osnoui koga smo stavili f(v,.x.,-0 u gornjoj jcti- 
nafimi). DaUc. gornji sistczn ima samo ln nc/avisnc jcdnafimc. Ra/ume se. pri 
izvodcnju opitih /akljufiaka podcsno je konslili svc fictiri jcdnafiinc. 

bpitajmo najprc nckc osobinc reienja jcdnafiina (2.78) i (2.79). 

Jedne/aaĆDoM reicnja. Ova osobina sc lako ик»2е pokazati indirckino. 


Pretposuvimo, оаипс. da postojc dvc vcktorvkc fonkcijc A (x t . .t Jf .т 3 ) i A' (x |f 
x,.xj kojc zadovaljavaju jcdnafi.nc (2.78) » (2 79). Njihova ra/Iika. В-А'-А" 
onda očcvidno mora zadovoljavati rclacijc: 


divB-0, roiB-0. B i o -0. 


(2.83) 


gdc je n, jcdioifini vcktor normalc u datoj lofiki povrii S. Na osnovu idcnli- 
icta (2.73), iz druge od ovih relacija odmah zakljufiujcmo da postoji skalarna 
funkcija Ф. takva da jc 

B - grad Ф, Дф-О, • grad Ф 0: (2.84) 


posJctlnja đva uslova slcde iz prve i treće reJacčjc (2.83) i jcdnaćioe (2.70). 
Primmmo sad na funkciju Ф Green-ovu icoremu (2.64), uzimajući za S i V 
granifinu površ i 7aprcminu njome obuhvaćenu. Zbog poskdnia dva uslova 
(2 84) otpada površinski inlcgral sa lev* slranc jcdnaćinc (2.64), kao i prvi 
zaprcminski intcgral sa dcsnc siranc. lako da se dobija: 

" (2.8$) 
c 

Pošco intcgrand u ovom intcgralu sigurno nc mofc bili nceaiivan. u svakoi 
laćki oblasli iniegracije mora bili grad Ф-В-0, ij A' - A'*. ćimc jc icdnoinjć- 
nosi revjiju dokurund. Dakk, sisiem jednotma (2.78) иг gramćni usloi (2 79) 
jednoznaćnu udreJuJe rekloaku funkciju A (х,. х., л,Ј 

Niprekidnosl reJcaja. Funkcije D(x,. x r xj i K(x., ,v.) mogu. kao 

sio smo scć islakli. bm prekidnc па nckim pirvrlima I unuiar oblasii G u kojoj nas 
rcšcnjv' писглијс. Možc sr slogj O&kivati da i vckiorska funkcija A (х, x,i 
nu lim povilima budc prckidna. Doka/aćcmo da će io Zaisia bili sJućaj samo 
uko su p.ckidi funkcija D(x„ t,. . R(x„x..x t ) poscbnog l.pa. 

Posmatrajmo sliku 2.14 koja prika- 
zujc dco površ. 21, na kojoj funkcija 

-f,tJ r,) nijc ncprckidna. Ncka jc T 
jcdimćm vektor poz.iivnu normak' na lu 
povrl. Uoćumi na 21, nciu laćku P i 
proi/voljan clemcni površi txS oko njc. 
Кгог i*. laćkc gramćnc limjc ovog elc- 
mcnta pov.fi povucimo odgovarajuct nor- 
malc i na ovima u/mimo odsećke dui.nc 

-- Д/ sa jcdnc i sa druge siranc površi 

21,. Fluks vcklorskc funkcije A kro/ ov-ko 
dobijcn elcmcnurm cilindar možemo nao 
s jcdnc sirane dirckino 

/ A-JS^Ja dS + f A-JS+ J\-dS 

* 0» 1») |M| 

(prva dva micgrala sc odnosc na osoovicc, a poslcdnj. na omoiaĆL a s drugc 
siranc poiiM>ću Guuss-ovc icorcmc (2 54): 

/ AdS-J DdV^ f J DJSdl. 

s * acsi 

Irjcdnaćimo dobijcnc i/razc: 

J A-dS J- jA-dS+ J A-dS~ J J DdSdl. (2.86) 

«1 П) (М) XS XI 

Pusiimo sad da sc visina cilmdra smanjujc (M-+0). Intcgral po omotaću pos- 
lujc onda jednak nuli, a ont po osnovicama sc svode na inicgrak po hS. raču- 
nate s jcdnc i s drugc stranc 21,: 

/ у "’(А 2 ~A t )dS » f (lira \ Ddl)dS. 

ЛЈ \l-.B XI 
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gdc jc dS-vdS. a znak minus uz A, poiiće olud, šio jc pri raćunanju fluksa 

kroz osnovicu (I) smcr normalc suprolan od v. Primcnimo li na poslcdnju 
relaciju icoremu o srcdnjoj vrcdnosii micgralnog raćuna, dobićcmo: 


|v (A,- A,)]AS»[ |im / 0Ј/]Д5. 


XI .. 0 XI 


Pusi.mo li, najzad. da Д 5 * 0 saž.majući sc u laćku P. dolazimo do rc/.ullata: 


* (A. - A,) - Af, - »- lim 


XI .0 XI 


Jdji. 


(2.87) 


gdc su sa Л., i Л, % oznaćcnc projekcijc vcktorskc funkuje A sa jcdnc i drugc 

stranc površi -, na normalu v (tzv. normalnc kompoiicnte). Daklc, na površima 
gdc D(x,. х,. т,) nijc neprckidno. nonnulna komponeniu vektorske funkcije A 
mo!e irpeti skok. 

U intcgralu u dcvnc sirane .ntcgracija sc vrSi du? inalog odscćku Л/ 
norinalc na povri 21, u laćk. P, pri Ccmu jc polovina log odsećka s jcdne, 
a polovma s drugc slranc c-vc površi. 

Posmairajmo dalje ncku povrl 21, na jf 

kojoj funkctja R (х,. .c„ .т,) nije ncprckidna h 

(sL 2.15). Uoćimo na njoj jcdnu ućku P. / M' 

provucimo kroz nju proi/voljnu limju lcži / n 

ni £, i ni toj Imiji u/mimo od»cćak MN V 4 / 1 1 / 

dužmc Д s. Orijennlimo o\u liniju uzimanjcm I/ м [ ilaf / 

jcdnog smcra langcnic /а pozii.van; ncka jc V P f j 

poziijvnt jcdinićni veklor tangcnte l. Kroz л ! [’>'• /n / 

ivc taćkc odscćka MN provucimo normalc — 7 / г !_ 

na 21, i na tako dobijcnoj površ. Q odmcn- Аа£ 

rimo odscćie du/me po — Д/ sa obc slrane lli^-j'. 

ć.me dobijamo ncke knve M' АГ i ЛГ N'\ Sl 1 . 15 

na kojima ćemo tangcntc orijentiiati u isiom 

smeru kao i пл MN. l/raćunajmo sada cirkulac.ju vcklorskc Tunkcijc A duŽ 
koniure M" N" N' M' M", u smeru na/naćcnom na slici, tj. u/imnjući n za 
pozilivnu normalu na Q. Kao i u maloprodušnjeni izvodcnju, i ovde ćcmo 
cirkulaaju raćunali najprc dncklno: 

м* М" 

j A-JI- J A dl+ J A </l+ / A • г/ 1 

L XI" iNi 

(poslcdnji intcgral s desnc stranc sc raćuna duž odicčaka normala, M ' M" i 
N"N ). л zatim pomoću Siokcs-ovc icoremc (2 57): 

j A-rfl« / RJStr / / (R • u)dsdl. 


nakon čcga ćemo dobijcnc izrare i/jedr.ačni: 


J A dl* / A-JI-r / AJI=//(R n),bdl. 
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Pustimo li sada da Д/->0, poskdnji intcgral sa leve strane će takode težiti 
nult. a prva dva prda?c u integrale dui MN računatc s jedne i s druge 
scntuc 

/ *'(A. — A ( )</r--> / [ lim l(R-»)dl)ds 

д, д, Д/-в д, 

(znak minus uz A, potiće otud. ito je pri računanju cirkubcije dui Af" N" 
smer obilaženju konturc bio suproian od smcra I). Primenimo li opet teorcmu 
o srcdnjoj vrednosti integralnog rufuna. u/mujući u ob/ir dj je, kako se vidi 

sa slike, i-«xv dobijamo: 


[(n х v) . (A, - A,)| Дј =. [ l.m / <R ■) dl] Д s. 


А/-ОЛГ 


Pusiimo li. naj/ad. da Дг-*0 *а||тајисј se u toćku P. inućeroo: 


a И(А Г A,)l-n (lim j R dl\ 

а/^л, 


gdc je iMovrcmeno i/ntcnjcno incsto skalarnog i vcktorskog mnofenja u mcio- 
vitoin proi/vodu sa lcve »trane, u skladu sa osobmom (1.37). U/numo .oi u 
ob/ir da jc o proi>voljan jedimćni vcktor (gcode/ijska normab povrii 21 . u 
iHinosu na proi/voljnu limju povućcnu кго/ taćku P). pa gorniu relaciiu napi- 
iimo u d.Tiniiivnom obliku: • — - 


vx(A.-A,)- R dl 


Vckton v х A, i v х A, su u vc/i sa tangcncijalmra komponcntama vcktorske 
lunkcijc A, i A, sa obc slrane povrii Na.me. iniemUn ovih vektora icdnak jc 
ougovarajucim tangeiK'ijalmni komponcntama. dok un je smer normalan na ravan 

Odrcdcnu vcktorinm A, i v. Dakle na povrl.ma E, gdc R (». х,. хЛ nije 
ncp.ck.dno, langencijalna komponenta irklorske funkcije nrte trpeii skok. 
Kao i kod relacijc (2.87), u integralu sa desne stranc se intcgraciia vrfi duž 
maloB odscćka normalc пшУ^и taćki P. pri ćemu jc polovina tog odscćk j s iednc a 
polovina sa druge slranc povrii. 

U (2.87) i (2.89) sc vid. da će vektorslu funkcija A па povrii 1 bni 
prekulna (ij. bićc A,^A,) jcdmo ako su gramćne vrednosti intcgrala sa dcsnc 
мгапс ov.h rclacija ra/ličitc od nulc. Ako funkcija D(x„ х.. х.) i R(x х х) 
na ovim povri.ma trpc konaćan skok. funkaja A će b!ti ncprck.dna “ jer su 
^menutc gran.ćnc vrednosli onda jednake nuh. Ako. pak. D(x„ х.. хл , 
К \У ,mj i u boskonačnc skokuve, ove gramćne vrcdnosti su ili jcdnakc 
'JUI' *1' /* (postaju bcskonjćne), tj. vektorska funkc.p A jc il. ncprckulna 

М trp, bcskonaćan skok. Da bi A na 1 ,mala konaćan skok. potrcbno je da 
di&kont , nu , ieti runkcija D(x,. x 2 . х,) odnosno R (х,, v„ x t ) budu naroćitog «,pa 
(oblika izv Л -funkajc. o kojoj ce docmje bili reći). 

Napomcnirno u/grc-d da se brj/i v*(A, - A,) i 7x (A. A ) то\и porrunika 
ditergncijd I povrihiski roiar vektorske funkcijc A u odiK<su iu datu povrk ош 

3S 


se nonekad obeležavaju sa Div A i Rot A (sa velikim počctnim slovom). 
PovK^vU divcrgcncijj i povriinski rotor su razl.ć.ti od nule jcdino ako na 
uoćenoj povrii vcklorska funkcija trpi skok. 

Siućil kad ic oblasi C bcskooačiia. U mnogim problcmima je potrcbno 
naći rcieojc jednaćmc (2.78) u celom bcskonačnom prostoru. U tom slućjiu 
povri S je J u^bcskonaćnosti i granićn. uslov. (2 79) gubc sm.sao. ITokazjo^nvo 
Sda slcdeće tvrdcnjc: l'ekiorska funkcija A odredcna je je Jnozmi.no u cdom 
prL.oru samo jednotinumo (2.78, (dakle. bez gr-mčmh uslovn) 

ukoliko | A | pri uJaljarmju u beskonačnoU re*« nuU ne sporije nego gde jc 

r iotcnz.tct vektora poKrfaja taćkc u kojoj posmatramo traženu vektor- 
sku funkciiu Prc ncgo Ito prcđcmo na dokaz/vanje ovog tvrdcnja. zjpa/juio 
da će jedič.oc (2.78) dopuitati postojanje reicnja A sa Rornjom ^btnom 
jedino ako funkc.je 0 (*,.*,.*,) i R(*,.*j.*j) ,eže nuh nC spor,JC П8 

kad /-♦ <*. 

Kao i u slućaju kooaćnc oblasti C. p.clpostavimo da rcknjc nijc j :dno- 
znaćno ti d. posiojc dvc vektorske fuokaje. A* i A koje zadovoljavaju 
^2 7 *^’ N jihovj rjzlika. B — A* — Л", ćc u lom slučaju moral, /adovoljav-t, 
or'I dvc (2 83). Pa & re moči uvcsti ska.umu funkc.ja Ф » 

K prv !m dvctna jednaćmama (2 84). Os.m tog.. na ouk.vu (2.23) 

тоб će sc pisati: ^ 

ЈФ -B dr. tj. Ф-/В «/r. 

*/. 

... i. nnii.votin. poiclnn uikn. ■ M j* uiU sa radijus-vtkiorom r. U 
pokilnjl* и.ага к vTS ft-kcij. •» left nuli kad r- - nc sponji ncgo 

1 . ukoliko ш ispunjene preiposlnvke iv.denja koje dokuujemo. Druglm re- 

čim., u povrfimkom imegralu Orteiwve leoreme (2.64) iniegrand leJi nuli 

k,d r- - ne aporije nego-j. ■ u» mlegrM lci. nuli ne sporijc ncgo -. 

P«m. tome. ir (2.64) « ponovo dob,j. uslo, ,2.«5). ir kog. sled. гакЏиблк 
o jcdnoziućoosli reienja jednačma (2 78). ... 

U poglcdu neprekidnosli rclenja. ostaju na sna/i svi zakljućc, izvcdcn, 
za slućaj kada je C konaćno. 

ST^ svugie idenlliki jed«k. ПиЧ. Tnkvo »kiorsko 

žiti na potencijalnu i solcnoidalnu komponcnlu. tj. pisa«i A“P + S. gOC jc. 

divP -Л^х,.*,). div S - 0, (2.90) 

rot P ■= 0. rot S - R (X,. *„ v ») 

T.me jc problcm ./rjćunavunja v.-ktorskc funkcijc A svcdcn na dva ndto jcd- 
nosuvnija. 
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Usrcdsredimo painju najpre na poiencijalnu kompooeniu P(x . х,. xj. 
Како se iz odgovarajućch jediućina (2.90) vidi, smemo na osnovu (2.7J) puati; 


grad U. 


(2-91) 


gdc je U~U(x } , х г . xj tzv. skj/arni poiencijal veklorske funkcije P(x., х.. хХ 
л /пак ininus je uvcden konvencionainu. Za skalarni poiencijal prctposiav>čemo 
.la je ncprekidna funkcija, ali ne nužno i njem izvodi. Kako sc а (2.87) i 
(2.89) vidi, povrfinski roior funkcijc P(x„ x„ x>) je uvek nula (ij. langencijalna 
komponcniu ovog vckiora je neprekidna na svim povrlima 1). ali povrSmska 
divergencija možc bui ra/ličiia od nule (Ij. normalna komponenia funkcije 
p (*'». Jfr *|) па povrS.ma 2- mo£c irpdi skok. Sio jc prema (2 91) ve/aoo za 
diskontinuiicie izvoda skabrnog poiencijala). I/ jednaćma (2 90) гл Р(х..х,. xj 
i rclucijc (2.70) nula/imo da skalarni polcncijal mora /adovoljavali l/v Ponson- 
oi u jednućiuu: 


Д£/— - D(x t , Xj, дгД 


(292) 


ćijom mtcgracijom jc u skladu sa (191). reieno piianje nalalenja potenc<jaloe 
komponcnlc. 

I)a bismo naili vrednost skalarnc funkcijc V u nckoj laćki С(*,,х л ,х^ 
sa veklorom položuja r u ođnosu na neki pol 0 (sl. 2.16Х pnmemćtmo 

Grccn ovu icoicmu u obliku (2.65). U/ećemo pri tom Ф-(/,^»-1-, g de jo I 
vcktor povućcn it laćkc C do neke proi/voljnc lačkc A/(x,\ х,'. х,*) oblasli C. a 

i~J iw -*r. 


j». micn/ilci log vcklora. Ncposrcdnim difcrcnciranjem po koordmatama laćke А/ 
se možc provcrili važcnjc rclacija: 

g,ud -(y)--?- д “(7)-|,^(т)- 0 ' < J «> 

koje čc nain bm polrehnc u daljim razmairanjima, i koje su zadovoljene svugde 

u G osim гл / = 0 (lačka А/ se pokbpa sa C), јсг lamo-j- ima pol. Na sl.ci 

2.16 prika/ana jc i jcdna od povrii 1 na kojinu D(x,. x 2 . х,) n.je ncprek.dna 

i na/naCcna jc njcna pozilivna normab 7. 

Grecn-ova lcorcma (2.65). koju ždimo primenili u ovira razmairanjim/. 
islo kao i Gausvovu icorema (2.54) iz koje je dob.jeru, važi samo ako je u 
oblasii inlcgracijc V mlegrand diferencijab.Ina funkc.ja sa ogranićenim izvod.ma. 
Sioga ćcrao morali, u skludu sa rcćcnim u/ formulu (2.55), laćku C i povrii 2 
iskljućiti Ч domcna inicgracjc. To ćcmo ućiniii na laj naćin ito čemo laćku C 
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opkolili jcdnom sferom S 0 poluprećnika s sa ccnirom u C, a povrS 2 iz- 
dvojiti nekom povrii S*. Jednaćmu (2 65) prepisujemo, dakle, u obliku: 

§ [ u (!) - у - / h(j) - 7 ли ) 


gdc jc 5 beskonačno udaljena gramčna 
povri obbsli C. Površinski mtegial 
po njoj jednak je nuli. ukoliko vek- 
torska funkcija A (pa. prema lome i 
njena polciKijalna komponcnla P) za- 
dovoljava uslov eg/islencije reienja 
ra/moircn u prcthodnom cdcljku, tj. 
njen inieimtct leli nuli ne sporije 

nego — kad Taćmjc. ovaj 

r* 

jniegral u lom slućaju lcži nuli ne 


ћ) 


I * r'- r 


Т// 




U/S' 




Ч/ 


sporije ncgo — kad r-*». Povrim- 0 </ ' 

ski intcgral. p o S 0 i У raćunaju se Sl. 2.16 

sa nonnalom usmeicnom ka unul- , , . 

rainiosii oNasti koje onc omcduju (ij кж spoljainjoj siram /apreinmc G po 

kojoj s« vrli inicgrac.ja). Zaprcmina G' obuhvau ccrt proslor osim oblasli 

ogramćciuh povrtima S 0 i S'. Urimajući joi u ob/ir jednačmu (2.92) i ovohme 

(2 93). rnožemo gornju rclaciju p.saii u obliku: 


-и°н 


grad (/ J • */S 


!-°т 


(2 94) 




Ra/molrimo najprc iniegral po S e . U svim tačkama le tfcrc vcklor imi« 

inienzitd jcdruk piduprećmku sfcrc « i smer radijusa, lako da jc i/S- - — dS. 

jcr pri računanju ovog povriinskog intcgrala ireba normalu na povri S„ usnic- 
rili ka cenlru. Твко dobijamo: 

primcn.mo li joi na dob.jen. reiuliai leorcmu o srcdnjoj vrcdnosti intcgrnlnog 
računa. nalazimo: 

+ (i/TnSJ-io-« +';;)• 


g dc j e Ш i/vod funkcije U u pravcu normale na sfen S e . a 4ле : je povri.na te 

sfcre Pusumo li naj/ad da c -*0 (Ij. da <c sfera S, smanjuje sažimajući se u taćku C). 
imaćemo: 


is[- #K + -J 


t, . х , . Xj, 
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јсг sređnja vrednosi funkcijc U po sferi. zbog prcipostavke o neprckidnosti. 
pri tomc icži vrcdnosti funkcije u laiki C Sličoo sc možc postupjti i u imc- 
graiom po 5*. U graminotn prelazu $'-*■£ on cc biti razlićit od nule jedrno 
uko intcgrand mje ncprckidan пл S. Poiio smo prcipostavtii dajc potcncijal U 
ncprekidna funkcija, diskontinuitcti intcgranda mogu biti vezani samo za 

gradf/ P i postojaće jedino ako je desna strana jodnaćine (2.87) razlićita 

od nule (u ovoj jcdnaćini. ra/ume se. prcthodno treba u skladu u (2.90) Л 
zameniti sa P). I>akle: 


lim 

S'-l 


[-§[ и Ј+7*” л t/ )‘ ,s ]- £zfr' s - 



jcr sc u gramćnom prcla/u intcgrucija vrli po obcma stranama povrli 21 pn 
ćcmu sc intcgrali od prvog ćlatu pomitavaju. Pri pisanju poslcdnjc jcdnakosn 
u/eto jc uz to u ob?ir da sc smer normalc na ST poklapa sa smcrom pozitivnc 
normalc na 21 sa ncgativne stranc ove poslednje povrfi, zbog ćcga sc u poslcd- 
njcm ćLmu pojavio znuk minus. Uvrstimo h sad (2.95) i (2.96) u (2 94). do- 
bićcnio nakon nc/natnog srcđivanja: 


v. t -L f — £! * » • х 9' *>' 
4nJ 


•)dx t 'dx ;d. t/ 

**>*+<*/ 


+ J_ f FiM' *>'• *»>-«>■(* / . ж а \ ж л у dS ' 
4 1 . J i(x; - .Т, у + (V - х>у + (V - х^Г 


pri ćcmu su svi argumcnti i i/raz za I cksplic.tno napisanj, i iucto je u obzir 
da sc pn gramćnim prcla/ima (2.95) i (2.96) oblast G* poklapa sa C. 

Ućinimo na ovom mrstu jcdnu valnu napomenu. U gornjcm izvodeiyu 
sino prctposiavili da je potcncijal U ncprckidna funkcija. Za.Ua. potcncipl jc 
jcdnaćiaom (2.91) odrcdcn samo s ućnoiću do jcđne proizvoljne adiUvnc 
Lonslantc, koja uvck molo biti odrcdcna lako da ovaj ostanc ncprckidan na E 
(po potrcbi sc toj konstanti mogu dali ra/lićitc vndnosti u oblasiima sa jednc 
• sa drugc vtranc 21). Mcdutiui. mogli smo takodc tražiti reicnjc Poisson-ovc 
jcdnaĆmc (2.92) kojc bi na /adanim povrlinama 21' imalo diskontinuitctc /ada- 
nog tipa. U toni slućaju bi diskontmuitcti .ntcgranda lcve stranc jcdnaćmc (2.96) 
mogli poticati i od prvog ćlana. uslcd ćcga bi sc u (2.97) pojavio joJ jcdan 
ćlan sa dcsnc stranc. Taj ćlan bi obc/bcđivao potrebnc diskontinuilctc funkcije 

U(x,. x 3 . х,). 

NalaŽcnjc vektorskc funkcijc P(x t . x v х,) na osnovu rc/ultata (2.97) jc 
clcmcntarno. U tu svrhu trcba naći - grad U. difercnarajući po х,, л„ x y Pošio 
sc intcgracija vrsi po х,'. х/. л/ opcracijc difcrcnciranja i intcgriranja mogu 
i/mcniti nsesto, Sto dajc: 


Р(л„ Л„ ЛЈ — i. f d,; Лх; f 1„л 

I 4rJ 


grad №-**'- *#-*'<*,'• **'•*/> , JS . 

( 
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Na osoovu obrasca (2.45) i činjcnice da do koordinata lačkc C po kojima se 
difcrcncira zavisi samo uko da je 


-га-К(т )-7 


(u rdaciji (2.93) difcrcnciranjc jc vricno po х,', х/, х,'). i/la/i dcfimtivno: 


f / n- J. Г[Р т (0-Р,(0ј v r ._ ^ (2 . W) 

W 47 J |г-гИ 4*J If'-r f 

a - 

gdc su oznake P(r'). P(r'). d'r' uvedcnc radi koiKi/nosti i njihov smisao je 
oćcvidan na osoovu prcthodnih ra/malranja. 

2a nalažcoj- solcnoidalne komponinic S(.v i .x„a: > ) traicnc vcktorskc 
funkcijc polazimo od odgovarajućih jcdnačma sistcmu (2.90). Kako sj iz tih 
jednaćina i idcntitcta (2.75) vidi. možc sc pisati: 


S-rol W. 


(2.99) 


gde jc W-W(x.. x..x.) tzv. rekionki pofrnc/Jal vcktorskc funkcijc S. 2bog 
idcntitcta (2.73) ovoj polcncijal mje odrcden jcdnoznaCno, vcć umo sa iaćno5*.u 
Ло gradijcnu proizvoljnc skalarnc funkcijc. Zbog lopa sc može uvoti dopunski 
uslov: 

div W -0, (2100) 

kojim ćc onda vcktorski potcnojal biti jcdnoznaćno odredcn. P«»d tim uslovom 
imaćcmo: 

rot S - rol rot W » И (x„ х,, х,). 

i na osnovu (2.76) i (2.100) dolazimo defmitivno do jcdnačinc: 


Д W а -R(x,, x„ X,). 


( 2 . 101 ) 


To je jcdna vektorsia jcdnačina za odrcdivanjc vcktorskog potcncijala. Ona jc 
ckvivalentna trima skalarnim Poisson-ovim jcdnaćioama гл W x , W 2 i W )t ćijc 
reJavanje ide na isti naćm кио i rclavanjc jednačine (2.92). uko du ćcmo ovdc 
navcsti umo rczultai: 

W(r) .± f*<Od>„± ( 2 . 102 ) 

4- J | Г*— r | 4 rj I г* r | 

c c 

sa istim konciznim o/nakama Lao u (2.98). Za nalafenje wlcnoidalnc kompo- 
ncnic korist.mo sada rdaciju (2.99), vodcći i ovdc računa o lomc da se pr. 
uzimanju rotora difcrcnciranjc vrfi po х,, x 3 , x t a intcgnranjc sc vr*i po 
х 3 џ Хј", tako da sc možc izmeniti mesto mtcgriranju i difcrenciranju: 

5(0-2- f. o«-l£Uv + .L 

W 4 тг J |Г*-Гј 4 тсЈ |Г*-Г| 
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Na osrmvu .dcnnteia (2.51) i ćinjenice da od pronicnljiv.h po kojima se dife 
rencira /av® samo | г ’ -r nahzimo defmilivno: 



(2-103) 


čimc jc posiavljcn. problem nalaženja vektorske funkcije koja /adovoljava iedna- 
ćme (2.78) u poipunosti rrten. 


ZADACI 

2,, '|тсвгЈс' VCk, ° riU Гипкс1Јв A -<V-VV*-*». FormiraU 

/А'Л /Ах//|. jAdl, 

L L t 

i 1 /raCunali njihovc vrednosii dui /avoja zavojnice х. -ecoso *, . osino 
v ,-*9 od 9-0 do 9 - 2 r. v 

2.2. Za vckiorsku funkci/u A .т, .т,. јг, х,) formirali i i/ra&mau 
i шсргле: 

Ја -JS, J A* dS, jAdS. 

* s s 

po gornjoj polovini (.t,> 0 ) sfere x, J + лг, , + 

2.3. K>ku/ati da jc gradU' polarni vekior. U kom slućaju će rot A bili poU- 

rm veklor? * 

2.4. No«i gMdlAjkoje (.)V.A-r»r. (b) К-(Л г)л gdc j« г-(*., ,J 
vckior polažjja, a A neki kontiantan vcklor. 


2.5. Oaia jc skalarna Гипксјја t/-A (Bxr) + M (rxN), gde su A B M i N 
konstanim voklori. Nać. grad V i ckviskalarnc povrfme 

2 . 6 . Ako je gusima nckog fluida p funkcija samo pniiika p(x,. x„ i) i 


* 

?(*,. x,..v,0- f . 

J ?ip) 


pdc je p 0 ncka konsiama. dokazaii da je V 9 - — V/>. 

P 

2.7. Naći V r, Vy t V 9 uko su r, & i 9 sfcrne koordinatc. 


2 . 8 . Ncposrcdnim i/raćunavanjcm pokaati da relacija (A-V)r-A vaJb /д 
svaki vekior A, a itbc.ja (r-V)A-A važi samo ако jc A Imcarna ho- 
mogcna funkcija vckiora položaja r. 
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2.9. Napisau eksplicimi izraz za vekiorski difcrcncijalni орепиог A х V 1 po- 
kazali da к on, u pnmcnama na skalarnc i vcktorske funkcije, možc 
iznziti pomoću slandardnih diferencijalnih operaiora (grad, div, rot i A V). 

2.19. Dokazau -da za operator ai»rxV važe sJedcćc opcratorskc rdacijc: 

(a) ■ х в - - ■. 

(b) (••■)(*•■)-(*•■)(• •)--(• yb)m 
ako 111 1 i k konsuntni vcktori 

2.11. Razviti i uproslili sledećc izra/e u kojima se Humilton-ov cperuior po* 
javljuje dvapui: 

(a) |(V х A) х V] х B. (b) ((V х A) х V) • B, (c) |V х (V х A)J B, 

2.12. Ako su r, i r, vckiori pololaja laćkc X„ u odnosu na lućkc 
A(a,.ej. i mb x ,b t .bj, odrediii 

V (r, xr,). Vx(r,xr.). V (r ,-г д ). 

2-13. Duia jc vckiorska funkcija 

А-х, (x,» +x a ! )e, + A,(V+ x,-Vj. 

(a) 1/raćuiuii divA i roi Л; 

(b) l/raćunaii fluks ove vckiorske fuukcijc кго/ ncku /aivorenu povrti- 
nu 1 povczati ga sa momenlom ineaije lela ogramćenog lom povrlinom. 

2.14. Kod skalarnc funkcijc 4>(p t .p,.p,. 4,. fj. 4j. r M , r,, . . .). mogu sc dcfi- 
nisati uv. parcljalni grodijenii : 




др, 6q, 

лф д Ф 

koji se ćesio obelcžavaju i sa — — Za skalurnu funkciju 

др 6q 

0 - («1 х r) 1 - (u - r) r* 

д Q <>Q 

izraćunali na osnovu gornjc dcfinicije — i — 

дш 0r 

2.15. Za vektorvku funkciju A-r, xr„ gdc su r, i r, vcklori položaja dvcju 
laćaka u prostoru irraćunati vrednosu skdećih izraza: 

(» V f7 (V- *)-V-(V- A). 

"» v .7 > (V 7 ■ A) - v 7 « (V 7 . л). 

(C) V 7 -(V 7 >.A)-V 7 (V 7 xA). 

2.16. Dokazati lačnost sledećih relacija: 

(a) div [a (b - r) r”) - (■ - b) т* ♦ (a • r) (b т)пг а ~ 3 , 

(b) rot (a (b-r)r*J -(bx ■)г - + (r хаХђ-гЈлг - '*, 

gde je r vcktor položaja, r njcgov intcnziiet, a a i b su dva konstanina 
vektora. 
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Ј.17. Proveriti tačnosi sledcćih obeazaca: 

(a) div[(axr)(b r)r-)-[r (bxn)Jr-, 

(b) rot [(• х r) (b ■ r) r"J — (n j 3) • (b • r) r- — r ^(a • b) + л — 

ako a. b. r i r imaju isto znaćenje kao u prclhodnom ađatku. 

2.18. Ispiuti lačnost jcdnaima: 

(a) div(r(a r)(b r)r-]=(n + 5)(i.r)(b.f)r-, 

(b) ro t [r (a • r) ( b • r) r-J « (a х r) (b • r) r- + (b х r) (a • r) r-, 

Bde opet a. b, r i r imaju isto značenje kao u prcthodna dva zadatka. 

2.19. Лко su vcktorska funkcija A j пјео rotor kolinearni. паб vrednost tzra- 
zu Д A + e A. gdc jc e faktor proporcionalnoiti između A i rot A. Alo 
je on konstantan. pokazati da traženi izniz dovodi do tzv. Hdmholtz- 
ove jednačine: 

AA + a>A-0. 

2.20. Provcriti tačnost relacije: 

д/(ф,= ^ дф+ ^(* г * <|ф )‘ 

ЈФ ЈФ 1 


2.21. Dokazati učitost obrasca: 


Д(Фф)-ФДф + фДф + 2 |га^Ф grad f 
2 ' 22, Ј? У| |[- ив iijC S “ jcdn4i£inC V + V-e 2 i *,-0 ..nategnute” su slcdeće 

(■) Cl, indur х^ + х^та* /atvoren odo/go ravoi x % -h. 

(b) konus sa vrhom u (0. 0, q) i datim k/ugom kao gcncralnsom. 

(c) gornja poJusfcra poluprečnika a sa centrom u koordinatnom počctku 
l/račuiwti u sva tri slučaja neposrcdno intcgral jdS po ovim povriina- 

ma i pokazati da je njcgova Vrcdoost nezavisna od izbora povrJi natcBnute” 
na /adum krug. Da li ćc ovo uvek valili? 

2.23. l/računati f (c 1 х г) х d S po /atvoreooj povrCini koju obra/uju paraboloid 
.Т, , + .г 1 --2рл- Ј i ravan x t -h. 

2.24. Inicgralc: 

/[(fl V)AJ.*/S. / [(A • V)BJ JS 

* s 

iransformisati u /aprcminske. ukoliko je rotA-0, divB-0. 


2.25. Doka/aii tačnost formula: 

(a) j (grad U x х grad U 3 ) dS^fu. dU lt 

* L 

<b) /<!/, l/,V*d I/ S -/(</, div (</, g^d l/J + 

5 f 


+ U : (gndU x grad U,)]d V. 
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2.26. Ako A vektorska funkcija koja defmiše jedno poteocijaloo vcktorsko po- 
Ije onda će В-вхА gde je a konstanian vektor uvek predscavljah jcd- 
oo’ solcnoidaloo polje. Dokazati. Da li aoalogo tvrđcojc važi i za solc- 
ooidalna polja? 

127. Ispitau prirodu vckiorakih polja dcfmisanih funkcijama: 

<•) A-i. 

<b) A-^. 

ako je r vektor poloiaja, a a konsuntan vcktor. Ako se isposuvi da su 
ova polja ćisto poteecijalna ili čisto solcnoidalna, naći odgovarajućc 
potencijale- 

2.2*. Ispitati prirodu slcdećih vektorskib polja: 

(a) А-сахг. 

(b) A-(J*r)r, 

(c) A-(«xr)xw. 

gde je opei r vektor poloiaja a w jcdan konstuntan vcktor. Ukoliko jc 
ncko od ovih polja čisto potencoalno ili ćisto solcnoidulno. nući odgo- 
varajuće potcncijdc. 

2.29. Pomoću dve poznate skalarne funkcije Ф(х,, x t , Aj) i ^(.v,, v 4 , л,) obra- 
zovana jc vektorska funkcija A - grad Ф ■ grad ф. 

(a) Pokazati da jc vektorsko poljc A uvek solcnoidalno i naći vektor- 
ski potciMj.il W tog polja, koji ima osobinu da jc usek ortogonalan nu A. 

(b) Pokazati da su jcdnaćine vcktorskih linija ovog polja date jcdnuči- 

nama: . _ 

Ф(т„ x„ vO-C,, ф(т„ т„ Д д )-С„ 

gdc su C, i C. proizvoljnc koruUnle. 

2 30. Opcracija kojom sc uređcnom paru vcktora A~(A r A„ A t ) i »-(B,, 
F.Vfl.) pndru/uje treći vektor C-(C,.C..C J ) dcfmisana jc rclacijuma: 

(a) A • B » C C = (A, B 2 В„ A . B s B x . A, B, B,), 

(b) A«B - C » C=[a x B , -уА-В. A.B, -у A B. A,B,--j A вј. 

Naći. na osnovu opšte dcf,nicijc. prostomc izvodc vcktorske funkc.jc Q 
u odnosu na operacije • i ®. 
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3. CK.NKRALLSA.NK KOORDINATE 
3.1. CEUMETRIJA PROSrORA 

r Odrrdivinjc položaji nčkc. U do*aiLi4njciii i/laganju upotrebljavali uno 
»umo Descartcvov pravougli koordinaim sisiem. Mcđulim, га određivaoje polo- 

žaja liike u prosioru mogu sc upoircbJjavaii 
3 i drugi koordmaini suiemi, na pr aliodriini 

ili dcrni. U svakom koordinainom sistemu 
kooidiruic učke predstavljaju vkup inju velt- 
M koje poipuno određuju njcn poloiij u 

A ptoMoru Tako je u pravouglotn sisiemu po- 

п/ : loiaj laike А/ (sl. 3.1) određen \kupom (* (l 

-/ *,. *>). u cilindnčnom sisiemu skupom (p,9, i). 

ij' * u fcfcrnom skupom (r. ». 9). 

/ У*> 0 * 2 ". koordiealai shlcm. Navede- 

/Ч I sislcme možcmo gcneralisali na u j načm 

/ у- ito ćcmo puložaj ućke u proiioru odredivali 

/ 2 « ma koktt пПВм kojr potpuoo ojređuju 

potaluj i onuč.mo ih sa 9,. 9, i 9,. Tako 
uvedcnc vchćinc naživaju se хепегаЈште (ili 
SJ 1 1 knutJimjske) koorduute ločke. a odgovarajućl 

sislcm generalisanl koordinaml sistem. 

Ncku su vc/c i/mcdu pravouglih 1 gcneraltsanih koordmata jedne istc 
Učkc obliku 


19, . 9„ fl ) (i- 1.2.3) (3.1) 

1 prctpostuvmto da se onc mogu rciili po gcneralisanim koordmaurru 

h- 4 ,(*,* x r *>). 

tj. da odgnvarujuči jukobijan nijc idcniićki jednak nuli 

ktI + 0 - О-ђ 


r.ida mo/cmo uvesli koordinalnc povrSi, linije i osc na slcdeći naćin. Geome- 
H.tj>ko-*nestO--|uć aka ko d kojih >c jcdna gcneralisana koofdjnata ftiVnši. am r- 

Takv.h p.)vr>i'’7ma iri ГатГ|це,' i^jdtovc su jednaćine л %г ufM Л 11 *! 


9,(т,. x : , Лј) — const 


(ЗЈ) 


Proek dveju koordinaimh povrSi rnuiva se kourdinatna linija i duž njc su dve 
gcneralisane koordinaic konstanlne, a samo sc jedna menja па proizvoljan način. 
Takvih limja ima lakođe iri, na рг. jcdnačinc koordinainc linije duž koje sc 
mcnja samo 9, su 

? ; " 9/z,. x„xJ-aotnL 9,(x,.x,. ж,) -consi. 

Кго/ svaku taćku u prosioru mogu sc 
povući tri koordinatne povrii i tri koordina- 
toe linije (sl. ЗЛ). Tangentc povučenc пл \ 

koordinatnc linije u posmairanoj laćki prcd- \ | 

ilavljaju lofcalne koordinatne ose. Usmerimo %. \! 

ove ose u smcru raSćcnja odgovarajućih genc- V? 1 

ralisanih koordinata i o/naćimo njihovc jedi- ' 

nićne vekiore sa t , 4 с,** 4 у Pri lotne na pr. «*3 м e q 

• prcdstavlja jcdinJćm vckior tangente пл 
koordinatnu limju duž koje se menja samo^,. S1 3.2 

Ako su ove tri koordinatnc ose mcdusohno 

normalnc u sv^koj učki А/, za lakav koordmaim sistcm kažcmo da jc ortugu • 
naJan. a u pronvnooj slućaju loksogofudon. 

* U sloćaju odrcdivanja položaja lućkc u ravni dovoljne su dvc gcncralisanc 
koordinatc 9, 1 9,. Tadn imamo samo dvc kooidiiutiK linijc. duž kojih so 
menjaju 9, odnosno 9, i odgoverajućc dve koordinume ose. 

Mctrička (олоа. Osnovnu geomcirijsku karaklcnsliku koordnuinog sisicmu 
daje nam kvadmi cicmenta luka. Pošto jc dr-|dr|, odgovarajuć, unalitićkt 
1/nu moicrno naći pola/eći od vektora položaja u gcncmlisamm koordinaiuma 

r-r(9,. Ч,. Ч % ). 

odakle slcdi 

J. (3.4) 

<>ч, 

Ispuajmo sad ove parcijalnc i/vode i pofcmatrajmo na pr. prvi ikJ njilt 


lim 


r ( Ч>±* fi. ff 9s)-r(9,. _ , im AžJ 


Д91 A *«- e 

Kad Д 9, leži nuli, lačka U' (sl. 3.3) icž, 
laćki А/. a Д 41 r leži da zuu/mc pntvac i smcr 
jcdinićnog vekiora a f| . Analogi /aključak mo- 
/е sc i/vTfcli i /а ouala dva parcijalna izvoda, 
tako da uopštc vaŽi 


dr . I. I dr 

М„. *«- — 

<>9. _ J \ д Чт 


(3.5) 


7 / (*-1.2.3). 

Ј/ Ovde smo upotrcbili grćki indeks da bismo 

/ u skladu sa uvedcnom sumacionom konvcnci- 

0 jom. istakli da ovde nc Ircba vrSilj sumiranjc 

3 po tom indcksu. Komponcnte ovih vcktora 

dob.ćemo difcrenc.ranjem vekiora jx»lo>aja. izražcnog u Descartcs-ovim koord,- 
natama 


fj.lr 
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ро q a 


dr дх, 

д 9* д Ч. 


odaklc vidimo da jc 


Ч ZHM- 


(3.6) 


Tako dcfioisani kocficijcnii h. naaivaju sc iMmS-ovi kotficijmii i om su poipuno 
odrcdcni relacijama (3.1). н« p« 

Na osnovu (3.5) i zrai (3.4) dobija oWik 


*-2VA 

i-i 


(37) 


gdc smo cksplicuno isiakli sumiranjc. јет sc i«i mdcks iri puia pojavliujc. Ova 
formula i2ražava clcmeniarnu promcnu vcklora poloiaja razlolenu dul koordi- 
naimh ova posmairunog sistema. Imajući u vidu da ic ds- Jt'. kvadrai dcmenia 
Iukj гпо2е %c napisali u obliicu 


lc dobijiimo 




(3.8) 


Ovaj игжг гл kvadrai elemcnU luka naziva sc methćka fotma \ ona karakienk 
posin a l rani gcncralisani koordinatm 

** в lc il ^ lc ' n "**<■»<•>. ». U.lirm proizvodi jediniJnih vcUor. .. . с_' 
sa ra/jKitim mdcksima biće jcdnaki nuh. U lom slućaju mciriOLa Гснша TvvhJI 
sc na 2bir ćisio kvadrainih ćlanovn 

(3.9)- 

Ito jc bilna karaklcristika oitogonalnih aisieimi. Odavde vidiroo da se kod 
ovakvili sistcma, koj, ve najćclće korisic u praksi, elcmeni luka ds mo lc sma- 
trail dijngonilom clemcnurnog kr.volin.jskog paralclcp,peđa sa mcdusobno norma- 
X 3 Inim ivicaroa dvftioc 

dS'-h'dg. («-1,2,3) (3.10) 

a Odgovarijući Lamć-ov. kocficijcnii mogu se tada 

odrcdili bdo geomctnjski ii navvdenog dcmcnia 
/iprcmine bdo analitićki iransformacijom mctri- 
ćke formc i / pravouglih u odgovarajuće koordinalr. 

<~ilinđftćni sHtci. U ovom sistemu polo/aj 
ma кбјг-ГКкс M odredcn jc skupom (p, 9, 2), 
pnka/anira na sJ. 3.4. Ve/a amcdu pravoughh 
i cilmdhćnih koordinau daia je obrascima 



ДГ,- Р С05 9, 


P*'0 9. 


(3-11) 


Sl. 3.4 


x.-z. 


Ovdc imamo skdcćc koordmuinc povrii: p-consi prcdsiavlja kruini 
cdindar poluprcćnika p sa osom Ox y , 9-consi. ravan kraz osu Ox t i ućku Af. а 
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z-const. ravan paraldnu x,0x. ravm na гамојапји z. Kcordmatnc limjc za 
ovai sistem su slcdećc: га koord'matu p prava кго/ taćku M oormalna na osi 
Ох. za 9 krus poluprcćmka p sa cenlrom u tački 0' puralclan X,OX, ravm, 
л гл z prava kioz taćku M paralclna osi OX y Sa slike ncposrcdno vidmio da 
su jcdmtćni vcktori e„ e, 1 e f medusobno normalni. tc jc ovaj sistcm orlogonalcm. 

Da bismo nasli mctričku formu. pođimo od i/ra/a (3.9) u pravouglim 
koordinalama 

ds 1 - dx* + dx* 4 dt, 2 

i (ransformiiimo ga prema obrascima (3.11). Tuko imamo 

d^-cos^dp- psin^i/^, (3.12) 

dx x - sin ?dp -r p cos 91/9, 
dx, - dz , 

a odavdc kvadnranjcm 1 sabiranjcm dobijamo 

ds* - df, 1 (cos 1 9 + si n 1 9) + P : dtf (sin 2 ? + cos' 9) т dz', 

ij. ( 6*-rfpNpЧ'^Л , • ( 3I3 > 

Porcdenjcm sa obrasccm (3.9) neposredno nala/imo i vrcdnosii odgovarajućih 
Lamć-ovih koeficijcnaia 

A t “l. Л,-Р. л »“ 1 < 3I4 > 

Polarni sivcm u ravni mtde sc shvatiii kao specijalan sJuĆaj cilindrićnog 

aiatema kod koga je :-0, te je p-r. pa se izrai (3 13) svodi na 

&-<кЧгЧ* 1 ( 3 - ,5 > 

Sferai aiste«. Ovde sc poloftaj U/kc M odrcduje skupom (r. 0. 9) (al. 3.5. 

P0U0 je ОЛГ-г ain8, pravougle 1 afcmc koordinate vc/ane su relacijama 

х, - r sin 8 coa 9, 

х, — rain 8 ain9. (3- ,л ) 

Хџ-ганО. 

Ovde su koordinainc povil, sledcće: r-const prcdsiavlja sfcru f**uprcl- 
шка r sa ccmrom u taćki O. »-consi konus oivora » sđ tcmcnom u učki O 

a 9-consl. ravan kro/osu OX y 1 taćku M. 
Koordinatnc linije biće: /а koordinatu r 
prava kroz laćke O i M. га » krug polu- 
prcćmka r sa ccnlrom u Ućki O u ravm 
X,OM. 2 га ? krug poluprećmka 0' M aa 
ctnirom u lučki 0‘ paralclan Л ’,OX, ravni. 
Premaslici vidimodaje ovaj sistcm lakođe 
ortogonalan. 

Radi nalaženja mclrićke forme podi- 
mo opcl od i7raza 

& = *х*т<1х л г + А1у* 

i iransformilimo ga na osnovu obra- 
SL ЗЈ »ca (3.16) 



= iin S C05 9 dr f Г COS 8 cos CO %db — 

-Г81ПЈ>МП9</ф. 

dx } - 2>i n d si п 9 dr f r coi » sin 9 J i» + л sin J> cos 9 ^9. (3. 1 7) 

dx t ~CO\ bdr -rsind « k:: 

Cklavdc kvadrirunjcm i sabiranjem dobijumo 

dj'-sin^ Jr , (cos 1 9 + sin 1 p) + cos 1 &<fr , + r I cos 1 &</» 1 (cos 1 9 + 

+ sin : 9) + r 1 sin J a </»* + r J sin J » </9* (sin 1 9 f cos 3 9). 
a poslc srcdivanja 

ds l -dr* + r*db* + r’iia’bd?*. (3.18) 

Iz ovog izraza i obrasca (3.9) zakljuiujemo da su vrednosii odgova/ajućih 
Lamć-ovih kocficijcnaia u ovom slućaju 

Л г -1, A*-r, A # -nio» (3.19) 

JJ. VFKTOKI li GEMJtALLSANIM KOOHDINATAMA 

Oprracije u vrLtbrima. Prfio lokso- 
gonalnc gcncralisane sislcmc nrcrmo korisiiti 
u okvnu ovog kursa Tcorijskc fizike, u daljcm 
izlaganju prdposiavljaćemo sialoo da je 
posnuiironl sistem ofiugonalun. U/mimu vrk- 
lor A sa poćeikom u laćki M (sl. ЗЛ) i 
formirajino u loj ućki irijedar odgovara- 
jućih koordinaimh osa. Vekior A sc moie 
ra/loiiii na komponcninc vekiore duž 
ovih osa 

А-^Ч. (320) 

i«mc dohijamo formalno isli obrazac kao 
n pravougli koordinaini sisiem. Skup 
Si. J.6 jcdimćnih vekiora e^. po kojima se možc 

. . , „ razložii, bilo koji veklor A. pcedsiavlja 

ha.,s prostara, a vclićmc A , su kompoaente vektora A u odnosu na ovaj bazis 
Svc openicijc vckioiske algebrc možcmo izraziii i u gcneralisanim koor- 
Jinatama. Na primcr za skalarni proizvod na isii naćin kao i ranije dob«jamo 

A B 

a poSio smo prcipostavili da jc sisicm ortogonalan. b,će *. «*-«*, pa se 
prcihodm i/raz svodi na 

Л'В-44. (3.21) 

iio se poklapa sa obrascem (1.28). Tim puicm moiemo doći do zakJjućka da 
svc for/nule vrktorske idgebre u пш какхот ortogonalnom sislemu imoju ist, ob/ik 
kao I u Descartes-otom prawugkmt. Mcdulim, napomemmo da ovaj zakljućak 
nc* važi , za loksogonalnc sisccmc. 

Na ^lićan način moicmo irclirali i vekiorsku analizu u gcneralisamm 
Loordinaiaina. Tako ccmo na p r . skalarno polje der,nisali izvcsnom funkc.jom 
gcneralisamh koordmaia 

ф - ф (9|. 9-. 9A СЗ-22) 
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rocđulim, u operaajima difercnciraoja u geocralisamm ortogonalnim sisiemima 
javljaju se izveinc razlike u odnosu na Descarics-or prorougli sistem. U ispilivanju lih 
razlika zadržaćeroo se samo na proslornim izvodima 1 potražićcmo njihovc 
anabućke izraze u generalisanim koordinaiama. 

Gradijeal skalara. Da bismo našli gradtjenl nckog skalara Ф. pođimo od 
njegovc deTinicije (2.19) i obrasca (2.20) 

grad<J'--^B 0 . -^ = grad Ф •!,, (3.23) 

дп д\ 

koji su nczavimi od koordinatnog sisicma. Ako ovaj poslednji ођгагас primc- 
nimo na izvod po luku s, jcdne od koordinaimh osa, imaćemo 

8 f ad Ф jcos (Пд, 
ds, 

a 10 je odgovarajuća komponenui gradijenu 


(grad ФХ - 


(3.24) 


Dcsna siraru može %e iransformisali. na osnovu (3.10) 

аФ_»Ф dq . I дФ 

ds. dq. ds, h,dq . 

7a svaku fiksiranu vrednosl indcksa e, pu komponcme gradijenu u gcncrali- 
samm koordinauma imaju oNik 

, u av _ 1 . 1 * *’ •*** 


a sam gradijcnl biće 


(grad Ф). - ' • (»-1,2. 3). 

Л, dq. 

» I (1Ф 

", ć 4. 


(325) 

(3.26) 


Dmrgencija veklora. poiražimo anaJHički oblik divcrgcncije, koja je dcfi- 
nisana ohrascem (2.31) 

£ A */S» (3.27) S' 

divA= |im "1 _ — 

i primeniroo isii poslupak као u pravouglim Г j ^77 
koordinauma. 2a elcmeni zaprcmine ДК uzmimo *ll 

elemcnumi krivolinijski paralclcpipcd oko Ućke 1 . 

M kao ccnlra (sl. 3.7) »a ivicama h,dq, (a •- 1, 2, 3) T 

paralclmm koordinalnim linijama. Flnks vckiora \^/ * 

A kroz povri PQRS iznosi \/£ \ 

d*, •(A % ds J dsJ roas *{h 1 h l A l ) 9%r .• i dq l dq t dq i . £ 

pri čcmu smo oznać.li samo onc ncravisno 

promcnljive koje sc u posmairanom slučaju mc- s , J7 

njaju. Vrednosi funkcije u zagradi mozemo pri- ' 

bližno nači njcnim razvijanjcm u Taylor4»v rcd u lački M. imajući u v,du du 

su ovdc i Lamč-ovi koeficijcnli Л. funkcijc položaja: 


Sl. 37 


\-|\a-M.)„ + ^ Jq t (Л ; Лј ^ , ) j dq. dq t 


(3.28) 
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FJuks kroz naspramnu povri P'Q'ffS' biće 
Јф 2 - ~( h i h > A X- { dfjdr, - X -dq, ^ (А : АјЛ,)Ј dq,dq„ 

šjo zajcdno dajc , . д , . . . , 

ЈФ, + ЈФј - - — (ЛјАјЛ,).^, dq. dq, . 

д Ч, 

/Vko sc na slićan naćin izraCuna i fluks kroz osulc naspramne povrii, nalazimo 

£ A • dS * \т- (*»*i Л.) + Z~ «M. A J + ~ (*• *- A j] *-**> (3-29) 

J L^9» d 9l dq } J 

Poiio jc zaprermna posmatranog knvolinijskog paraJelcpipcdj 

dV-ds^ds^h^h^dg^ 

prcma obrascu (3.27) dobija sc 


' 1,л - VA.W t‘)“ 

Hoior vekrora. Du bismo naili anali- 
nćki oblik roiora. pođimo od njegovc I 
dcfmicijc (2.37) l| 

f \ dl \ 

(roiA) e - lim ^ - ~ < З Ј| ) l 

ai^o ДА S 



h 2**2 


i primcnimo opci anafog postupak. Za 

koninru Д2. uzmirao clcinrniarni krivoli- Sk 3.7 

nij&ki pravougaomk oko lačke M као ссшга 

(vl. 3.8), sa ivicamu /i,dq, i h.dq, paralclmm koordinaimm limjama u langcninoj 
ravm nu koordinatnu povri y ( -consi. Sa naznafenom onjcntaojom konlure 
cirkulucija vcktora Л dui PQ hide 

ЈГ, - (/<,*,),„% (Л,4,) #1 . • dq y 

* njena pribliina vrcdnotl mo2e \c naći razvijanjem u Ta>lor ov red 

dY , - |(Л, Aj)„ + -i dq, ~ [h,A^q t . (3.32) 

Cirkulacija du? suproinc stranc RS tada Cc biti 

dV * ”( A »^j)*, - з ' ~ [ ( h > A >)* “ ~ **Ч: ~ (h,A,)]dq, 

.1.4' ^ V } 


(3 32) 


odaklc slcd. 


i/r, -i |/Г, - (Л,4 јЈ dq, dq r 
°Ч: 


Na sliCan naCin može ic naći i cirkulacija duŽ drugih dseju sirana 


( h i*:) dq,dq,. 
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pa je ukupna cirkulacija 

ф A d\ (ЛјА,) - j- (Л.4,)ј dq : dq t . (3.33) 

Pokio jc ovdc obuhvaćcna povTkina 

dS t - ds,ds, -hjhjikf.cki,, 

a posmatranoj povrJi PQRS odgovara komponcnla rolora u pravcu jcd.niCnog 
vekiora •«,. prema obrascu (3.31) dobićemo 

(rol A), - ~ [ ~ (Mj)“^- ( A J А Л ( 3 - 34 ) 

h i h >l d 1x д Ч> J 

Oslalc komponcnic roiora moiemo naći cikhCnom permuiacijom: 

<го,а) --*7*;К < * ,/, ' ) 

Odavdc se dobija i sam roior, koji sc konciznijc mo2c napisati u obliku »ira- 
bolićkc dcicrnunanle 


rol A 


*•4 

h,* : 

h,ti, 

д 

д 

д 

д *\ 

д Ч> 

dq, 

A, A, 

h, A, 

h > A > 


(3.35) 


Lapbce-ov operalor. Na osnovu gornjih rezullau ncposrcdno se moio 
dobiti i Laplacc-ov opcraior skalarne lunkcijc u gcncralisumm koordmaiama. 
PoJlo je prcma (2.69) 

ДФ - div grad Ф, 

obrazac (3.30) nam daje 

ДФ - — ' — £ — I — -^- Л ' (grad ф),1 . 
h,h } h s .±,dq,{ h, J 

pa na osnovu (3.25) dobijamo 

Дф !_ » (3.36) 

А.АјЛ, ,Г| ćq, \ h,' dq, ) 

Prosioml lzvodl u cilindrienom I sfernom sistemu. Pnmcnimo sad ove 
rezultaie na cilindnčm i sferni stflcm. oznaCavajuCi indcksom odgovarajuću 
gencralisanu koordmaiu. Za cilmdnCni sisicm. s obzirom na vrcdnosn Lamć-ovib 
koefici jcnaia (3. 1 4) imaroo 

(grad Ф)р - — . (grad Ф), - — j - . (grad Ф), - ^ ; (3 37) 

dp P <*9 dx 
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+ ,3 38) 

? O p p d 9 dz 

<ro.AV-l^-^J. 

p d9 dz 

(rolAJ,-^*-^. (3 39) 

dz dp 

p dp p t>9 

, л i д l «)Ф\ I <НФ д : Ф 

* Ж Т»('+Г?** iš' (34в> 

Zu ifcrni MSiem. /л koji su Umć-ovi kocficijenti odrcdeni obrascimu (3.19), 

пд siičan naiin dobijamo 


(prad Ф), (grad Ф) # - (grud Ф), = — - — — 

•>' r d» r«n» <>9 

divA 1^Л) т 1 *(*»>*) . I **. 

r J dr rsin» dft rsm» d ? ' 

,ro.A V , J-<teSA> l_*ds. 

rsintt д» rsinO .»9 

<rol A). I-*±-±i&y. 

МШ» I>9 r dr 

(tatAjp^LiStf-IiA; 

r dr r d» 


(3.41) 


(342) 


(3 43) 


— (344) 

r'drV ćr I r 2 s»n 9 dl> \ d»/ r 2 sin»» д? 1 ' > 

Z A D A C I 

3.1. l/ru/iti jcdiniAie vckiorc e e , e p . e. cilindrićmh koordinaia p, 9. z pomoću 
jcdimćnih vrklora e,, e 2 , e , pravouglih koordinau 1 poka/aii du va?c 

refacijc: 

£-«. .£~v £-0. 

*>9 d ? d 9 

3.2. Vcktorska lunkcija data jc u cilindridnjm koordmataraa izra/om: 

В-Л(р)е в . 

Izraiunati rotJtB ^)BJ. 

3.3. Za vcktorsku funkciju zadanu u cilmdrićnim koordiruuma iclacijom: 

v (P- ?> = (?. 9 ) + K 9 (p, 9 ) e 9 
P°ka/4li da rot V imu sumo r-komponcniu. 
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X4. Izraziti jcdiničnc vektore e,. e e . e, sfcrnih koordmata r, &, 9 pomoću 
jedimćnih vektora pravouglih koordinau i pokazati da je: 


f = o 

r * 1 


e e sin5, — -e v cosO. - e,sin »- r«cos »- 

d 9 d 9 d? 

3.5. Naći izraze za ** u sfernlm koordiiuuma i nu osnovu 

čx , дх, дх, 

dobijenih rezulUU pokazati da je: 

*) д д 

‘d.t, 'дТ х i>9 

3.A U sfcrmm koord naiuma je zadana skulama funkcija Ф(г) koju zuusi 
sumo od r. I’oku/aii da sc АФ mozc nap.saii u iri ckvivalcnina oblika: 


| d / _ЈФ\. I (/* ... d> Ф 2 */Ф 

r' dr\ dr I r Jr' dr' r dr 

3.7. Rriili jcdnaiine: 

(a) АФ-0, (b) ДФ » Л к : Ф, 

gdc je * realna konsianta. a funkcija Ф zavisi samo od r u sfernim ko- 
ordinatama. 


3.*. Pokazati da važi jcdnaćma: 

A [Д (r* Ф), - 0, 

ukoliko Ф-Ф (r, b. 9 ) radovoljava jcdnaćmu ЛФ -0. 


3.9. 13a li su relacijama: 

ashu asinr 

-* . • 

1 chv-rcosv chtfrcosr 

(b) .v, - achtfcosr. r, aslitfsinv; 

dcfimsanc eencnillsanc koord.nuie u. r? Ako jcsu. .spiiai. u obu vlnCuju 
koord.namc linijc, n;.ći mctrićku formu i izraziti jcdin.Cne vekiorc c,. c, 
pomoću jcdinićnih vcklora e, . e, Dcscariev-ov.h krt.rdmaiu u ravni. 

3.10. U tz>. bipolarnim cilindnćmni koordmatama. kojc se dobijaju uku * 
obrascima i г dela (a) prclhodnog rudutka doća x^z. nupisuii grad^, 
div A. roi A i ДФ. 


57 



3.11. U UV. Clipiičkim dlindri&iim koordinauma, kojc se dobijaju ако к 
obtascima iz dcU (b) zadaika 3.9. doda х,-г. dal jc vckioraki poicnajal 
W nckog solcnoidalnog polja S izrazom: 


W-(sh 1 u+«in*»r , v 


Nači S i roi rot S. 


3.12. Da li »u gcncral.sane koord.naic w. r. * dcf.msanc rclacijama (izv. para- 
holiCkc koord.nalc): 

.т, = irvcos^, arrsin^, (и 3 - **). 

orlogonalnc 7 hpitaii njihove koordmainc povrlinc. nać. oKinOu formu 
. izra/ili jcdinićnc vcklore e.. c.. e, pornoću jcd.n.Cnth vektora Dcscart«- 
•ovog koord.nainog i.Memi, 

3.13. Naptsaii oplii izraz za ДФ u paraboliCkim koorduuunu. i reiiti jedna- 
ćinu ДФ-0 ako je Ф-Ф(г). 

3.14. Poka/ati da sc parc.julna diferencijalna jcdnaćma: 


u kojoj je W ncpoznaia »kalarna funkcij*. 1 • i Џ « konilanie. nakon 
prelaska u parabol.ćkc koordinaic mo*e reiiti mdodora razđvajanja рго- 
menljiv.h, (j. »lavljajući: 

И'(и.г.9)-«/(“) + »'(0+ , * , (9)- 

J.15. Konsicći veklonk. .dentiiei (2.76) napuali projckc.je vckionke Uplace- 


4»vc. jcdnać.nc: 


ДЛ-0 


na osc koordinainog trijcdra (a) sfernih. (b) cilindrićn.h. (c) b.polarn.h 
c.lindrićnih, (d) cl.piićk.h cilindnćnih i (e) parahol.ćkih koordmau. 
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DRUGl DEO 

TENZORI U TRODIMENZIONOM F.UKLIDOVOM 

PROSTORU 




К * 1 • . « .<■ *v 




4. TENZORI КлО OI'ERATORI 


4. I. OSNOVNI POJMOVI 


- ' Pojtc* (rn/ora. U inm>giHi оЦпЧ Јта f i/ikc, naroćito u mehamci ncprc- 
kidnih vredina, ckkirodinamici i opiici kViš!2Ta,'(nio jc poircbno »уакот pravcu 
<s>akom vckioru) у jcdaoj g 4 rcdn^_u 5 Jj_pxoiii«a ftiJyiu ?iri оскрУсХТог TdTi 
u op^caj sLl&UUJUj* kohiiraran Д _u»-ptavssm. Хао primer тпЈетдр nave\ii 
Ohm-ov гакоп. koji u uotx(ajcnujii pbliku glasi;. 

£dc jc j gu*iiiU~&U«jr. R-rkkirično poljc a a jc clck u *4t»n- -pcovodnosi daic 
maierijalnc jrcdrnc. Лко je ta мсЈхда 1 /од;орпд..'уок*оп j _ilfc.su kolincarni 
(siruja u\rk icčc u pravcu pnmcnjcnog clćkmčpo^ Ipo fojT -Uk^ da.ic ^ornjc 
rcUcije vlcdi: * 

У,-о£|. >,-«£•. J»~ a Еу 

Međutim. ako u radi o anizolropnoj srcdmi; kao 5to jc lo stučaj kod mnogih 
krisula ili kod pla/mc u spoljainjcni magncinom polju.-knnrponcni j j,.JWil»ne 
Uruje u pravcu дг. -osc možc zavisiti ne samo od Itrrmponcnam- F; -clcklričnog 
polja u pravcu le osc, vet 1 i od njcgovih komponcnia u pravcu osialc dvc osc, 
lako da gc Ohm-ov гдкоп dobili oblik: 

J, ,E, + o tt E u _. 

Ј* ~ а и Ei + e :: * 1 + a :i \ / 

Ji " e n £ i + ®м + e »i Еу Г\ \ ^ 

Ove rclacije к koncamje m ogu p i.saii na sledc- 

di način: — - s~“ \ ( Ti/V'*" 

f увЈИ 

ako sc iskoTisn sumaciooa -konvcncija uvcdcna V 


u Glavj |. Kada su dva vekiora J i_E povczana 
гНагцтц rthliha 14 Ij kj>pny> da jc r ekior j 



Kao dfugi primer u fiz»kc, možcmo numo- SUka 4.1. 

iriii naponsko sunjc elasiične sredinc. Neka je 

(slika 4.1.) SV zapremina jednog delića ovc sredmc, a i S povri koja laj dclić 
omcdujc. UoĆimo na loj povrii lačku M i jcdan elcmcnl povriinc Д S oku njc. 
Ncka jc a jcdinićm veklor normule na JS u lački M, a AF ncka jc rezulianta 


svih površin&kih sila (sila inlcrakcije uočenog dclića sa susednim driićima) koje 
dcluju na uočeni delič na delu Л5 njcgovc graničoe povrii. Obrazujemo li količnik 

~ F . dobićcmo srcdnju gustinu povrlmskih sila na dclu Д S. U graničnom prdazu 
Д5 

kad Д5-*0 sažimajući sc u Ućku Af. dobijamo napon u ućki M. 

p- ,i. 

•ss— e Д 5 

Ova granična vrednost zavisiće ne samo od položaja tačke M, već i od onjenta- 
Cije normale n. Zaisla. ako bismo uoćili neki drugi ddić takav da učka Af leži 
, na njcgovoj granićnoj povrii (na slici 4.1. prikazan Ućkasiom linijom), ali da 
je jcdmićni vcktor normalc na njoj onda bi srcdoja sila njegove interakcije 
sa suscdnim dclićunu u gore opisanom gramćnom prcla/u težila, u opttem 
slućaju, nekoj drugoj graničnoj vrednosti P'. DaUe, u fiksiranoj učki M ela*- 
liČne srcdinc svakom pravcu (defmiunom jcdiniČmm vekiorotn ■). pridruluje se 
odredcn veklor P fcksperimenuloo iskustvo pokazuje da kod većme cUstićnih 
srcdina aavisnost izmcdu P i ■ ima oNik linearnc vektorskc fuokcijr 


slično zavisnosti J od E u prcihodnom slučaju. 

Kada sc /avisnost i/mcdu dva vcktora mož e ian mti 
- ‘ ' ж devei sTalamih kočTTr - 


(4.2) 


msan iedan maa r. Tako. vkup ki*cficij<nau o u prcdsuvlja unzor pro>oJnasti, a 
v t unzof паропа. 

' Maicmatićka dcfioicija tcazora. Slroga matematićka defraicija len/ora se 
možc formuhsali ncposrcdnom generah/acijom oanovne osohing ВЦДИ iz^žene 
jcdnućinotn ( ] . 12 ), koju ćerao ovdc radi daljih ra/malranja prepisati u obiiku: 

4 4^-Ар в -^,со»(и в .* 1 ). (4.3) 

• • — 

Slično kuo Jto sc gornjom relacijom vcktor defmiic kao mateimitićka velićma 

koja svakom pravcu (odrcdcnom jedimćnim vcktorom pj pridruJujc jcdan skalar 
koji jc lincuruna i homogena funkcija kosinusa pravea log prawra, možem o 
dcfinisuti icn/or kao mnitmarh'tv ~Уг1пЧпв *o>a Јуџкат-рПЈГШ pru&ičVfl )iH*n 
vekior kojl је шкџЉ UajcMaa-hgm£Z< W .ШгјЈц ftfMtmffl OTKB Лчцмтјт D aklc, 

rdkcijom: 

T'*>~ 7- i-T.cos <?„*,) (4.4) 

unalognom (4.3), definisan jc ипгогЧ.Тл ovaj pojam se u liicraluri kori«e i 
nnzivi tlijadik ili afinur U obcma gornjim jednačinama je primenjena sumaciona 
konvcncija (sumirunjc po i). Skalari A k u (4.3) odnosno veklori T 4 u (4 4) su 
upruvo oni koje vcktor Л odnosno ten/or 7 pndruŽuju pravcima koordmatmh 

о*л, Jto je lako poku/ati stavljanjem Цд-е* u te d\« jcdnaćinc. Slično kao Jto 
je jedan od naćina radavanju vektcra A bio 1г ' *Ка1дГУ H, -V ‘У- 

tcnz»>r možemo zađati -pomtčil 'Тгтјо kooeddiunBh ^efiora i u tom smislu pisati: 

rj -(Т^.Та.ТД (4-5) 
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Ako sa T„ označimo >tu komponentu /- tog koordmatnog vektora tcnzora 
j (т* » T, - еД možemo tenzor smatrati zadamm i slcdcćom kvadralnoiu Semom 
koeHcijenata T u : 


т и T u г„ 
T,j т л т и . 
T,j т и T iy 


(4.6) 


Uobićajeno јс da se komponentc vcktora T. pi5u pri tom u i-ioj kolatii. U na- 
icdnoi Glavi ćemo viddi kak**-wednosti pruža ovakva konvencija. Vehčinc T„ 
zvaćemo Umpaamte lenzora 7jX*o 5to jc uobičajeno u fizičkoj litcraturi. 
U matemuiTekej-4rter«TOTr se"fl5joeiće konsti na/iv koordinau tenzora. 

Bik> bi. razume se. pogreJno reć, da je tenzor urcđcna grupa od .ri vck- 
iora oblika (4.5) ili uređcna kvadrama 5cma od đevcl kocf .cijcnata objika (4 6). 
isto uko kao ito nije ispravno reći da je vektor urcdcna grupa od tn skalara (1.1). 
Nairae to su samo mafini prikaznanja ovih maicmaliCkih vcličma, dok je nji- 
hova prava pnroda udržana u- definkionlm rclacijama (4.3) odnosno (4.4). 


»i l'rimcoa tcazora oa veklore. Poranožimo jcdnačinu (4.4) nekim skalarom A 
stavimo Ајц-А. Tako da dolozimo do: 


A T*> « 7 • M Јч) - 'j • A - T, ( A • e,), 

Ito se uz i/menu oznake indcksa po komc sc sumira i uz uvodcnjc o/nakc 
лТ^-В može prcpisati kao: 


В*7-А>-Т к & к -*)*Т к Л к Л <?•* 


(4.7) 


Ako sc ova jcdnačma pcojektuje na pravac X,-oSC (ij. i lcva i dcsna sirana 
pomnnžj skalarno sa jcdiničnim vektorom *,), dobya se: 


B,-T L ,A k . 


(4.8) 


e ienzor mole shvai ltl kaQ jopaaiat 1 aJLMVhn?. 
'kjor B, pri iemaj f - уек /or B Цпеагпа ******* 
t \ck iorq_ B, su linearnt homogenc ju nkc jjc kom- 
ašno uočava vcza izmedu tcnzoia dcfi msa nog 


pomoću (4.4) i pnmcra (4.1) i (4.2). 


TraosforoMcije (koephmenaUi) trazora pri rolaciji koordmalnih osa. Лко 

koordinatni sistcm OX,X x X t rotacijom pređc u OX‘ X:xf. рп čemu su уе/с 
izmcdu starih i novih koordnutii odrcdcnc koeficijcniim* ol» ~a» (e. . t k ) c, e* 
Lojih zbog relacija (1.9) ima svega in nezavisna. promcnice sc i komponcnie Г (/ 
lenzora 7. Zakon po komc sc ova promcnu vrii proizilazi neposrcdno »z dc- 
fimcionc relacije (4.4). Zaista. označimo li ovde indcks sumiranja u loj relacijt 

sa j i stavimo {!, = */. dobićcmo vtktor Т/ koji tcnzor 7 pridružuje pravcu 

x;<**: 

Т/ - T. cos (♦,*. «,) - Т,- (-1.9) 


I 


Dobijcna rdacija s e možc intcrprctirati iuo zakon traruforaucijc vcku>ra-kp4t 
poncnata tcnzora 7. Prcdstavimo li u gomjoj jcdnačioi vcktor T 4 kao/f^ej, 
(sumiranjc po /!) i projcktujcmo jc na X/-osu (tj. pomnožiroo je skalarno sj^T 
dobičcroo: \ 

Т .>У a u T uK*I *i) - »a «>r Гц. (4. 10) 

kao /акоп transforfroicijc komponcnau tcnzora *7 (sumiranje se vrli po dva 
indcl&a koji sc ponavljaju). Dobijcnc Гогши1е roogu poslužiti za alternativnu 
dc'finiciju tcn/ora. Tmzor u Desrorits-o\om koorJlnainom s'utemu Je skup od 
Jevei skatarnih irltfina koje ле pri roiuclji koordinoinog sisiema transformiSu 
prerna (4.10). 

4.2. TENZOR! I DIJADE 

Dljadski prui/tod dta vrktora. Svakom urcdcnom paru vcktora A, B molc 
sc pridružiti tzv. dijodski prolzvod, koji čemo označavati u (A. B) i koji po 
dchniciji imu sletlcćc osobinc: 

{A.B}C = A(B.C). * 

C{A.B) = (C-A)B. (4.11) 

Ojadski proizvod sc krnCc /ovc diiada, a prvi i drugi vcktor dijadc zovu sc 
anleeedem i konsekivni rcspcktivno. Na osnovu dcfmicionc rdacije (4.| |) vidimo 
•Ja рп množcnju dijađc nckim vcktorom bilo s leve bilo t dcsnc stranc гел|- 
tat jc vcktor nastao nmoženjcm skolarnog proizvoda tog vcktora i bliicg v«k- 
l**i u dijudc и prcostulim vcktorom dijudc. 

Nc ulu/oči dcialjnijc u algcbarska svojstva dijada. zapazimo da dijadiki 
proi/vod u opštem slućuju n.jc komuutivan (komutativnost ćc postojati jcdino 
uko su A i B kolincarni ili Jedan od njih jednak nuli), ali da vaii otobtna 
utocijutivnosii mno/cnju vkalarom: 


{).A. B} - {A, X B) - > {A. B}, 
kuo i otobma distnbulivnosti: 

{A| + A,. B} -{A,. B; + {A,. B}, 
{A. B, + Bj} - {A, B,} + (A. B.} 


(412) 


(413) 


Rclucije (4.11) omogućuje da se dijada shvati kao opcrator koji skupsvih 
vckloru C picslikava u skup vektora kolmcamih vcktora Л (pn množenju 
s dcsnc strunc). odnosno vcktoru B (pri množcnju s leva). Suviic. ako sc ovc 
rducijc napiiu cksphcitno. 

Us{A, B) C A(B-C)o < ( l .,(fi 1 C,)-M ( « / ge < , 


(i uodlugno zu C {A. B}), p.i sc ncposrcdno v ( di da su komponcnte vcktora D, 
dob.jcnog poinenunm prcslikavanj.ro pomoću dijadc {A. B}, lincarne homogcne 
funkcijc kompuncnal.i vcktora C koji sc prcslikavu Drug.m геСшц. dijada ima 
lenzorski karuktcr. IJ tom sc smislu dijudu na/iva i Itneumi a/mor, opcrator 
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koji taćkaroa (vcklorima) trodimenzionog prostora pridruiuje Ufike (vcktore) 
jcdnodimcnzjonog prostora na fiksnom pravcu. Iz istog razlogu se suma dve 
dijadc. {A, , B,}-t (А„ B.}, zovc plunarni afinor. Naime, ako ova suma dcluje 
kao opcrator na promoljun vektor C, rczultat je: 

({A,. В,}т{А„ B, }) • C - Л, (B, • C) -f Л; (B, • O, 

C . ({A, i B,} *-{A,, B,}) - (C • A,) B, + (C • A,) B : . 

tj. dobija se vektor koji lcž, u ravni odredcnoj vektorima A, ј Л., odnosno 
B, i B Jt bcz ob/ira kakav jc vektor C (osim uko su A, i A,. odnosno B, i 
B,. kolmcami, u kom slućaju gomja suma ponovo dcgcncnSe u lincarni afinor). 
Na ojnovu analognog razmutranja možcmo zuključiti takodc du ćc suntu tri 
dijadc. { A, B,}+ (A,. B.} + (A,. В 3 ), biti po/puni ofinor, tj. opcrutor koji taćke 
trodimcnzionog prostora prcslikava u taćkc isto tako trodimenzionog prostora 
(pod uslovoro da А,,Л., A, odnosno B,, B,. B, nisu komplanarni). 

Dijsdska reprezentacija tenzora. Rdacija (4.7) sc na osnovu dcfinicijc di- 
jadc (4.11) može pisati kao: 

® — *7 • A “ {Т д , **}, A* 

odakk skdi da sc tenzor 7 moŽe priknzati kao suma tri dijadc: 

^-{Та.е*} (4.|4) 

(po mdcksu k sc vrfi sumirunjc), u kojitna su untcccdcnti koordmutni vcktori 
lenzora, T„ T, i T,, a konsckventi su korcspondcntm jcdinični vcktori koordi- 
natnih osa. To jc ra/Jog zbog koga sc lenzor zovc i rijadik. Nijc telko provcriti 
da vnži rdncija {T 4 . •,) - {T 4 \ e 4 *}, tj. ila tenzor Г7 /adržava oblik(4.l4) i пи- 
kon rotacijc koordinatnih osa. Zaista, 

(Т/. •/) - («д T 4 . Шј*,) - «, 4 а„ {Т 4 . tj) - {Т 4 . Cj) - {Т*. c t ) . (4. 1 5) 

Jto sc i moglo oćekivati. U gornjem dokazivinju iskorilćenc su relacije (4.9) i 
(1.9), kao i oaobine Kroneckcr-ovog simbola. 

Ako u (4.14) suvimo T 4 -T 4( c„ ра iskoristimo osobinc (4.12) i (4.13) 
doJa/imo do jcdnaćmc: 

'7-{T 4 ,. 4 ).T tl (c„e 4 }, (4.16) 

kojom je tcnzor 7 razložen po tzv. koordinutnim dijadamu {с ( ., c 4 }, ito jc anu- 
logno ruzlaganju (1.23) \rktora po koordinatmm \xktorima c,. Zapazimo da u 
toj sumi uz koordmatnu dijadu ćiji jc prvi mdcks i a drugi k stoji T tl . 

I>ijadska rcpic/rnucija ten/ora (4.1 4) omogućujc dokazivanjc slcdcćc važnc 
osobmc asocijanvnosti: 

A(7B)-(A-7)B. (4.17) 

Naime, 

A -(7 - В) — A -({T 4 , e 4 } • B)— A • [T A (c 4 • B)) -- (A T,)(e,-ll) - 

“ l( A 'Tj) » 4 1 • B - (A • (T 4 . c 4 }) B - (A -7) • B. 

U dokazivanju jc, osira dcfinicijc dijadskog proizvoda (4. II), iskoriićena usoci- 
jativnost skalarnog proizvoda u odnosu na množcnjc skalarom, X(P Q)-C aP ) Q- 

~ _ lnrarijiate teaaori. Datom lcnzoru 7 mogu se pridružiti izvesne velićme 
skalame i vekiorskc vdićinc koje osuju invarijantnc рп rotuciji koordinatnog 
sistema. ij. pri transformacijama oblika (4.9) i (4.10), i koje se stoga zovu 
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J МитоЛи ми —опјак* fmU 


invarijamc unzora ГТ - U ovom odeljku &mo. poUzeć. od lcnzora » јШв (4.МХ 
navcsti tri skaUrne i jednu vckiorsku mvanjantu i pokazat. d* su to z*isu 

inVUr Tako. prva zkajarna i ftvahjania je suma skalarnih proirvodi vektora svake 

od uou diWi-(tnE h~ T -^vf»jT u +T a +T,, (МЧ 

i oćcvidno jc jcdnaka s'umi djj'agonalnih elcmenau It 


i oĆevidno jc jcdnaka surni dijagonilnih elemcmu lcmc кнПфш (4£) 
pndruzcne datom tenzoru. četto se ova mvar.janu zovc m« C7 » Ло- 

lcžava sc sa tr<7. Dokaz da sc radi za.su o .nvanjant. pn rouc.ji koord. 
ndtnog Sistcma slcdi iz (4.10) i (1.9): 

S\ - Tu-<*,, e tt Тџ -*ј*Тџ,— T u - S,, 

pri Ccmu je iskoriSćcna rdacija (1.9) i o«*ina Kionecker-ovog simbola. 

р.к UkUiODi.ikal^nom iara rijaniom datog tcnzora padrazumoaćemo sumu 
s lcd «x ammeŠovTu prpjzvpda; 

S> •, (T, х tj)+ c. , (T, хТ,)+ V(T,x Tj). (4. 19) 

Kako >c lako v.d. t ova’ sUlarna velifcn* pmbuvlja sumu kofaktora d'jagon.l- 
n,h dcmcnaU dctcrm.nanlc koja odgovara 4em, (4.6). Iskor.st.mo H s.mbol 
Lcvi-C.vitu definisan jcdnać.nom (I.32L motcmo konciznijc p«sati. 


-Ss~J«,j.V(V T .>' 


(4.20) 


Radi dokaz.vanja invar.jantnost. ovc vd.ć.ne pr. rouc.j. koord.natnog аЛ«м 
/apu/imo nujprc da sc s.mbol Levi-Civ.u molc pr.kazat. u obhku r,. - ». * ( 9 Ј* е *>’ 
јег jc za.su ovaj mclov.ti pfoizvod jcdnak nul. kad god su dva ^ktora 
jcdnaka. u .naće imu vrcdnovt + 1 •*• - I u zav.vnosl, od loga da . ипо pn 
njcgovom obrazovanju jcd.n.Cnc vckiore e * } . e, ^ e ‘‘ u W>1 

oni ćinc dcsni ili lcvi trijedar. Poito je gde su *„ kos.nus. pravca 

nov.h osa u odnosu na starc. dob.jamo na osnovu (1.33) sledeć. .dcnl.lct: 

(*, e,) • Ц«„ e t ) х («„ e,)) - «„ ** «„ e, • (*. * *,) - *»« (4 2,) 

Pomnol.mo li jol ovu relaciju sa «,,«„«*. > prrtumiramo po indeks.ma koj. sc 
ponavljuju. dolaz.mo do; 


«- *- a » ** “*• “ c ~ ** 8 ~ “ 


(4.22) 


pri ćcmu su opd iskorilćcnc jcdnadnc (1.9) i osobinc Kroncckcr-ovog s.mbola. 
Na osnovu ovog rczultata iz (4.20) dobijamo: 


s/ - -L s , /4 е/ • (Т/ > т/) - i е, м (»„ «,) !<«* V ' <*oW ' 
“ -L «.+ * (T « x T ') “ 2 4 T,) = 5; ' 


(4.23) 


pri ćcmu su korilćcnc relacijc (4.9). lnvarijantnost iziaza (4.20) jc time dokazana. 

Najzad uera skalarna imoriian ia jc mdoviti pro.zvod koord.nain.h vck- 

lora icnzora 'Ј\ _ .. 

S,-T,-(T|XT,), (424 > 
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i, kako se lako vidi, jcdoaka jc vrcdnosti dcierminanlc sasUvljcne prcma 
lcmi (4.6). Zbog toga se ova vdićina ćrato oznaćava sa'dctCT. Oc»kaz da je ta 
vdtćina zajsia mvarijanu proizdaz, iz sledcćcg razmatranja. Polto jc: 

S/ - Т/ • (Т/ х T/)-(a, , TJ • U^jTj) х (« l4 T 4 )J - «, , *JJ «, 4 т # . (T ; x T 4 ), 

a oćcvidno možemo pisati T, • (T # х T 4 ) - c l>4 T, (T, х T,). imaćcmo. 

S T “ с .д «. . «л «»* т , • (Т, х ТЈ -Т, • (Т, х Т,) - S,. 

jer је, prcma (4.21), e #> а,,«^«,*-*,,,- + I, č.me јс invarijanlnost vcličine S, 
dokszani. 

Po d ifkturjin/n iBP arji antom lenzora <Ј podrazumcvamo zbir vekiorskih 
ptoizvoda vektora pojcdirilTl d ijada: 

Q - T 4 х e 4 - T, х e, + T| х e, + T, х e,. (4.25) 

Ovaj sc vektor moie i drukćije preduavui, ako sc naptle 1\ - T 4/ e, i uzme 
u obzir da je r,**,-^*, Tako sc dobaja: 

О-Г^хО-^ГЈе/. (4.26) 

Da ovaj vcktor oiiaje invarijantan pri rotaciji koord.natnog sistcma vidi sc 
neposredno iz sledećih relac.ja: 

Q‘ •• T 4 * х e 4 * - («|. T J х (« 4- *J = B4- « 4 . T- х *. - т - х *. - T„ х e e - Q, 

u koj.ma su kor.lćcnc samo iransformacionc formulc (4.9) i vczc izmcdu ko- 
s.nusa pravca (1.9), kao i ou»binc Kronckcr-ovog sunlx>la. 


4J. TtNZOR-SKA ALCKBRA 


Koojugovaaj teaior. Prc ncgo Ho prcdci.H) na piunjc algebarsk.h opcra- 
dja sa lcnzonma, dcfin.l.mo pojarn konjuj:uvu.Kig tenzoru. Od lcn/ora *7 datog 
jcdnać.nom. (4.14) ic dqb.ja Lonjugosan. icnzor ako se u dijadama faklori 
uzmu u obrnutom rcdoslcdu: -Чч 


уг - (4.27) 

Ntpilcmo |i Т^-Г,.*. i ,»когјм|Ли "Jnobinu (4.12) asoeijat.vnosii mno/enja 
dijade skalarom. naći ćemo: 

(4.28) 

gdc su Т в *-Г 4в е 4 koord.nalni vcktor. konjugovanog lenzora. Vidi se da su 

komponente ov.h vektora elcntcnti odgovamjuć.h vrsta u km. (4.6). 

Na osnovu same dcfinic.jc (4.27) konjugovanog lcn /ога neposrcdno vc 
vidi da je: r 

Sfrr-T) И.29) 

tj. konjugovan. tenzor konjugovanog ISB/ora jcdnak jc prvobitnom. Takodc sc 

možc ncposrcdno zakljućit. da yaž+ rdeeijt: — 

(Va-A^/' (4 30) 

ćijc provcravanje se zasn.va na osnovnoj osobini dijaddcog pro,/voda. Na os- 
novu ove relacijc i (4.17) možcmo onda pisdti i: 

A.(C7 B)^/‘-A» B. • (4.31) 


67 


I* poblcdnjc jcdnačmc zakljuCujcnw da sc tenzor možc prcbacivati iz jcdnog 
faktora skalarnog proizv.»da u drugi. ukoliko se istovrcmcno zameni svojim 
konjugovanim icnzorom. 

^ Jednikoet dvi tcazora. Dva lenzora, *7 = {T A .e 4 } i U=[U it e 4 ) smatra- 
čemo jcdnokim ukoliko pri primcni na isti proizvoljan vcktor dajujcdnake 
rczuliuic. Poito jc: 

7 • C - {T 4 , e*} • C - T 4 (e 4 - C). 

//• C - {U 4 , e 4 ) • C - U 4 (e* • Q. 

uslov '7С- -// C bićc ispunjcn za svako C samo ako su korespondentm ko- 
ordinatm vckton oba tcnzora jednaki. Dakk: 

«7-//^T 4 «:U 4 . (4.32) 

• » Sabiranje teoiora. Pod zbirom dva lenzora *7 i // podrazumevaćcmo 

tcnzor c ), * pisaćemo ?J-7 + //, ако je relacija 

< žf.c-7c+//c 


ispunjcna Ai svali vektor C. Napilcmo li tcnzor c 0 u obliku {V 4 ,* 4 } lako 
nalozimo: 

^-7 + //r>V 4 -T 4 ».U 4i (4.33) 

t|. zbir dvu lcnzoiu jc tcnzof Cijš su koordinaim vckion jcdnaki /birovinu 
odgovarajučih ktHirdinuinih vekiora sabiraka. U odoosu na ovako Jcfimsanu 
opcruaju subiranja lenzori obrazuju komuiaiimu кпри. Zaisu. pouoji opUi 
itetiiralnl elenvni (J - {0 4 , e 4 }. takav da jc 7 + с &- 7 » svaki ten/or *7. U (4.33) 
:л: jusno vidi da ncul/alm clemcnt ov« opcracije inu sva iri koordinatna vcktora 
nulo. i sioga sc ćcvio nuziva nula-tmzor. Nadalje, svakom icnzoru 7-(T 4 . e 4 } 
moie vc pridružiii invcr/un icnzor u odnosu oa sabiranjc. (— *7)- { -T*. e 4 }, 
tukuv da jc *7 + (- 7)-ć>. Uzio, sabiranjc (4.33) je asocijativno i komuiativoo. 
jcr tc osobine vaic za sabiranjc vckiora poroodu коца jc sabiranjc tcnzora do- 
l imsano. Pobrojana svojnvn -posiojanjc neuinilnog i inverznog dcmcnu, aso- 
cijaiivnost i komuiaitvnost -Ćinc da tcn /оп u odnosu na ovu opcraciju obrazuju 
giupu. i io komuiutivnu (Abclovu). 

7 Maoieoje (enzura. Proizvod dva tcnzora dcfinik se rclacijom: 

\lrTuy ć^7QlC).\/ С-И) 

koja mora važni za svakarvtktor ТГ Ako enzorc 7 i // pnkažcmo u obliku 
(4.14), dolazimo do slcdcćcg cksplicitnog izraza za ovaj proizsod: 

( 7 • //). C - 7 • (// - C) - {T 4 . e 4 ) . |{U„ e,) • q - {T 4 . e 4 } . |U, (e, • C)] - 


Dakle 


- Tj(*s U<) (*/ • c ) E (> i • u /) {T 4 , e,}. C . 

7 • ^ - {T 4 . e 4 ) • (Uf.e,) - (e. • V,) {T 4 . e,} ,i 


(4.35) 


ij. proizvod tcn'/oru sc dobija kada sc svaka dijada prvog pomnoži sa svakom 
dijudom drugog i prousodi saberu. pri ćemu se dv« dijadc množe tako da se 
skalarm proizvod unutrašnjih vcklora pomnoži sa dijadskim proizvodom spo- 
Ija5njih. Uzimajući u ob/ir da jc и,-е 4 -(/ л i (/ а е,-и 4 в , gde su U 4 * коог- 
dinatni vcktori icnzora //• konjugovanog lenzoru //, možemo (4.35) prcpisan 
i u obliku: 

7 //-{T 4 . U 4 *}. (4.36) 
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iz koga se vidi da se proizvod dva lcnzora može prikazali u obliku sumc iri 
dijadc, ćiji su aoiccedcnti koordinaini veklori prvog lenzora, a konsckvcnli 
koordinatni vcktori konjugovanog drugog. 

•. , Ovako drfinisana opcraci ja množcn»q_ icnzora oćevidno nije ko mulaiivng, 
ГЈ . ttž J F'T . ~ П " И ге та rgn\ilran>a~od itncičsa jc uvoti izv. komulajćr t 
uatt tTm uiim pr'T- 7/ —Jp'T ČMJnosno 7^ J/+ 'Ц- 7- TJ ijc, mcdutim, teiko prdvc- 
-ТМ“За*Јс* množcnje lenzora asoajaiitno: < л 

('7-U) c D-'7 0l'V)- V ( 43? ) 


Isio sc tako lako moie pokazati da vaii rclaciju. 

Ol.qi)*mVU\ t/ 


(4.38) 


tj. da je icnzor konjugovan proizvodu dva tenzora jcdnak proizvodu njihov,h 
koojugovanih lcazora uzetih u obrnuiora rcdoslcdu. Za doka/ivanjc ovc povlednje 
rclacije poći ćcmo od (4.31), suviii 7 = //^ i prcbacili u prvi fakloi najprc 
jcdan a zaiim drugi tcn/or: 

A • ((// - 'Žf) • B) — A • (// • (fi) • B)) — (//* • A). (*21 • B) - 1*2** • (//" • A)J . B — 

A) в. 

Uporcdivanjem sa (4.31) odavdc slcdi (4.38Х 

-- lidialfnl tmzor. 7л operaciju množenja lenzora dcfinisanu relacijanui 
(4.35) i (4.36) posioji ncuiralm elcmeni. lenzor & koji zadovoljava usJov: 

(<•»> 

i koji sc zovc jtdinićni imzor. zbog anilogije gornjcg uslova i množcnja običnih 
brcjeva jedimcom. KoOidmatm vekiori jcd.oićnog lenzora su jcdimćm vcktori 
korcspontkntoih koord.namih osa. ij. on sc možc pnkazuti u obliku: 


Zaisu, prcma (4.35) nalazimo: 4» 

7 • S - {T* . е 4 ) • {t„ e,} - (c 4 • *,) (T 4 . e,} - **, (T. . e,) - (T, , t^^% 

kao i 

S '7-i4. е,)-и«. ТЈс., «,)-(Т„«,}-СГ. 

jcr je T,-T e e 4 = (T, e 4 )e 4 . Iz samog oNika (4.40) se vidi da jc 5“§*. U- đa 
sc jeJinićnl im:or poklapa sa sxojim koujugo\xmim ien:oro>n. Isto tako sc iz (4.40) 
možc videti da jedmićni imzor »akurn rr kioru pndruiuje laj Isti rekior, biJo da 
jc pnmcnjen s leva ili s desna: 

§• A — (e 4 , *jJ • A - e 4 (e 4 - A) - e 4 -4 4 - A, 

A g- A • {e 4l ej - (A. e 4 ) e 4 - A k e 4 - A. 

Osim obfika (4.40) jedinićnom icnzoru se možc daii i niz drugih oblika. 
podcsnih u primcnama. JJopitc jedinićnl tenzor se mole prikazali u obhku sume 
iriju dijada u kojima antecedenti i konsekiemi obra^/u dva uzojamuo recipročna 
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trijedra. Za.sta, ako sa P,. P„ P, oaiaćimo vcktore nekog trijcdra (ne oužno 
pruvouglog). a sa Pf'. P 2 Pj ' vektore reciproćnog uijcdra ^iz zadatka |.25. 

sc vidi da sen ovc podcdnje uopitc moie pisati Pf ■ ' = ■ у ^ ^ Д* j j) • 1 

ako sc podsctimo da к ma n kakav vcktor A mogu nap.sati Gibbs-ove reJa- 
cije (/udai.ik 1.25.): 

A»(A P,)Pf'. Ao(A-P| )P„ 

lako možcnio poka/ati da lenzori (P 4 . P» '} i (Pa '. P*} adovoljavaju rdaciju 
(4.39) ij. da su reprczentacijc jcdiniCnog lenzora. To dcdi iz: 

{P.. РГ‘Ј '7-{Р,. РГ‘) {Т,. U -(P*“ T,){P„ Џ- 
-{(Р.“ТЈР„.Ј-{Т„Ч- | 7. 

kao i iz: 

7 • (P* * ft"*| = {T,. •,) • (Pa. P. ‘} -<*, P.) (T,. P» } - 
*- (T,.(v P *) P* 

2a {P* ‘. P 4 } doka/. jc analog. Prema tome. jedinićni tenzor zai»u sc može 
prikazati kao: 

s-to.pf'MP.'.M- ' Ч4| > 

- Uvcr/Bl tcnzor. Svakom lcn/oru 'J mole se pridrufili l/v. imrrzni inzor 
< 7~ l . Ukuv da jc ^ 

(rr-'rr-h И«) 


Ovaj tcnzor se može prikazati u obliku aume triji 


aume triju dijada oNika: 


gde su Ti vcktori trijedra reci 
kao ito sc vidt iz: 


iproČnog Гпј 


(4.43) 


rrijedru koordinalnih vcktora tenzora 7 


ГГ' -7 - {... ТГ‘Ј • (T„ .,) -<ТГ‘- т,) {.„ .Ј - » и {.„ «,| - {.„ ..) - & 

7-7-‘-{T„ .,)•{.„ T, “)-(.,-.,) {Т„ ТГ‘)-*„{Т„ Т,“)-{Т„ T.'l-S- 

U doka/ivanju је koriSćcno pravilo množenja dijada (4.35). rdacija (4.41). kao 
i rc/ultati iA d. 1.25. 

invcr/ni tcnzor čt postojati, kao Ito sc vidi i/ (4.43), samo ako trijcdar 
koordmatmh vcktora lcnzura 7 ima rtciprodni trijcdar, tj. ako vcktori T, , T,. 
T, nisu komplanarni. Drugim redima. da b, postojao inscr/ni lenzor, mora 
biti T, *(T 7 xT,)*0, tj. det (7/(). Ukoliko ovaj uslov nije iy unjeo (t rcda ska- 
larna invanjanta lenzora jcdnalu nuli) fcažcmo da je teiuor iingyhra/t 
7 a nesingularan tenzor '7 možc sc lako đokazati tdacija: 


(7“ , )"‘-‘7. 


(4.44) 


Invcrzni ten/or inverznog tenzora jednak jc pola/nom icnzoru. Naime, ako (4.42) 
primenimo na tenzor 7 -1 dobićemo -7 -1 ak» )« vu ' 
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гхтлпи o« icdnakoMi sd&na pomnožimo len/orom 7. iskoristimo asocijaliv- 
nost tenzorskog moožrnja (4.37) i uslov 7-7"' =S dobgamo rdaciju (4.44). 
Isto tako nijc tdko pokazali^d* za ncsmgularne tcnzore Ц i O važi: 

m c vr l - c r % ir\ < 4 - 45 > 

lj. tenzor inverzan proizvodu dVa-4enrort jcdnak jc proizvodu mverznih lcn- 
zo ra množtlaca u/etih u obrnutom rcdoslcdu. Zaisia, ako rdaciju D - \U ' *j) .* c 
pomnožimo tcnzorom //"* i u izrazu sa desnc strane u/mcmo u obz ( r osobmu 
(4 2) nala/imo Pomnožuiio zatim ovaj rczultat sa 0 tc 

dobiumo (*& '-/r'J-D-C. S drugc stranc. polaznu rdaciju D-(//*fl)C 
množcniem sa Qp4ff % transformikmo u oblik QJ e ft) 1 D-C Uporedivanjem 
dvaju krajnjih rezultaU dobijamo (4.45) Zapa/imo da su osobme (4.44) t 
(4 45) analognc osobinama (4.29) i (4.38) kod konjugovumh tenzora. 

Na osoovu eornjih činjcmca možcmo zakijućiti da u odnosu na opcraciju 
množenja (4 35) nesingularni tcn/ori ćinc grupo (ali ne komutativnu). Zuista. 
za tu operaciju jc defmisan neutralni dement (j«linični tcn /ог), inverzm elc- 
mcni (invcrzn i tcnzor). a opcrac.ja je asoc.jalivna kao Ito se vidi Ч^.УЈ). 
U praktičaim i/računavanjima trcba poscbno voditi računa o slcdeum 
okolnostima: 


(a) iz 7, -7,-0 ne sle ih f 7 t ~0 ili 

(b) 4r7 7-7 nr sMI 7 -0 ili 7 - £ (1/v. u kmpoieninj lou orl, 
na pnmcr 7-{*,. »,))• 


i-S 4A. SPEOJALNI TIPOVl TENZOHA 

Tenzori sa izvesmm specijalnim osobinnma /aslužuju poscbnu pažnju, jer 
ic toto sredu u pnmeoama u fi/ici. U ovoin odcljku ćcmo nuvcsn simctrične, 
antisimcrtičnc i unitarne teiuore. 


Ј.Д Siim-tričai tce/orl. Tenznr 7 ćcmo zvati simctričnim ukoliko sc on podu- 
dara sa svojim konjugovanim tcn/orotm 


( у^-гг . 

Na osnovu jcdnačmc (4.31) vidimo da za simeirične tcnzore važi rdacija: 

A*(7 B)-(7 A) B. 

a iz (4.29) i (4.38) zaključujcroo do га svaki lcnzor // važi: 

QlU 9 ) 9 -Qn u ir-U-U'> 
Qr-U)'-U 9 -Qn'-U'U . 


(4.46) 


(4.47) 


(4.48) 


tj. proizvod bilo kog tenzora sa svojim konjugovamm tenzororn jcsimetričan lenzora. 

Jcdimčni tcnzor $ je, kao što se vidi iz (4.40). simetričan. £ož£&n!Lkl* 
su simetričmh tenzora prcdsiavlpfu lzv._t,iKrrym> ге и мгј . fcp ji P.WJM I P n OŽC - 
niim ndnm Ualarom T U Jcmi (4.6) izotropnog tcnzora sv. 

Cl * su dijagonalni elcmenli različili 

jyd nulc i jcdnaki mcdusobno. 


7 J 


SimctriČni lcnžor Čijt jc irag jednak nuli 2ovc sc de 
tenzoF~sć тд?е preustavin u оопки тптг jeJnog izoiropno, 
jutora (izv. Shouten-ovo ra:laganje). Naimc. očevidno jc 


- 7 -[(| ff cr) S ] + [cr-(i^) S ]. 


\ Sraki simetrlini 
■ora i jednog devi- 


<«. 49 > 


Prvi sabirak je izoiropni tcnzor, a dmgi je dcvijator, lio se moie videti »ko 
sc napiSc ckspliciino: 

7-( j •'ГГЏ- (I,. .J-j tr 7{... .J - {(т.-Ј-аТ.,), «,). 

po se nadc njcgov irag prcma (4.18): 

' г l 7 - (i " 7 ) s ]" ( т,- т ,т * i "^ 7 ‘ 0 ■ 

poiio jc (t K . ej =(€, .«,) + (e, . e,) + (e, • e,) - 3 . 

Napomcnimo jot na kraju da jc vekiorska invarijanla (4.25) simciričoog 
icnzora uvck jcdnaka nuli. Naime, uslov simciričnosii (4.46) moie se s ohzirom 
na dcfiniciju konjugovanog icnzora (4.27) napisali кло (T,. e 4 } - {»,. T,}. pa 
ako uzmcnui T 4 - T u e,. T, - T u e, dobijcmo Т Л1 (e,. e 4 ) - Г д (e„ c,}. Jcdnakosi 
kocficijcnia uz isic koordniainc dijadc uslov siraetričnosii Т и -Т л , na osnovu 
koga jcduačina (4.26) duje Q-0. 

•о Anlisimeirični lenzori. Ovim lerminom se označavaju lcn/nn čiji konjugo- 
vani tcnzor jc jcdnak invcrznom -jenzoru u odnosu na operaciju sabiranja: 

U- T u Т л . (4.50) 


Drugi uslov sc dobija kada sc koordinatni vektori izrazr pomoču svojih kompo- 
ncnata. Scmu (4.6) untisimctričnog tcnrora ima na glavvi_j]jj§gqruJi nulc, а 
ncdij.igonalni simctnčno posuivljcni dcrocnh imaj'u isiu_apsoluinu viednosC i 
ia/1ikuju sc po roaku. Zbog oVc osobmc, prva i trcča skalarna invarijania 
untišfmciri&og icn/ora su jcdnakc nuli. 

Лко je 7 anlisimefričan tcnzor, г» btk> r koji vekior C vaii identiiet: 


Q*c) . 


(4.51) 


gdc jc Q vckiorska invarijanta (4.25) tog icnzora. ICsJc sc da je vekior — — Q 

dualan aniisimcinćnom tenzoru '7- Gornja rclacija sc dokazujc na osoovu 
dcfinicije konjugovanog icn/ora (4.27) i uslova aniisimctričnosli (4.50). Stoga 
zu aniisimetrični tcnzor možemo pisati dva alternativna izraza, {T, , e,} i 
— (с 4 , T,}. tuko da ипаамк 

7 C-{T 4 ,e,} C'.T 4 (e 4 C). i -7-C--(e 4 . TJ-C- -e 4 (T 4 -C). 
Sabirunjcm ovih iznua, koristcći formulu (1.40), dobijamo: 

2-7 • C - T 4 (e 4 • C) - e 4 (T 4 - C) - (e 4 х T^) х C = - Q * C. 

Poslcdnja jcdrukost proi/ilazi izosobine vektorikog proizvoda i definicije (4.25), 
čimc jc formula (4.5 1) dokazana. 
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Bilo kojl tenior Ц se moie prikazati u obliku zbira jednog simetriinog i 
jednog antisimetri (nog tenzora. Naime, u identitetu: 




(4.52) 


prvi sabirak je simciričan lenror, а drugi jc aniisimelričan. To se vidi iz slc- 

dcfe rdaojc: ццц.у = -Ц.+ и -Ц+ и >, 

kojc se pokiapaju sa (4.46) i (4.50) rcspektivno. 

Uaitarmi n-ozori. To su lcnzori sa os obinom da im jc kon juggvapj. lenrtjr 
jcdnak invcrzAom u odiioiĐ пж opcradfa 1 

“ I- (4 53) 

S obzirora na jcdiućinc (4 27J.J zoHjnčujcmo du lenznr moŽe btH-uoiu- 

ran, ako jc ispunjcn uslov T; li. 4kp._JU .Djcgovi koordinatni .vdilprj 
jcdnaki vckior ima rccipročnog I hjcdru. Na osnovu osobina recipročnih irijedura 
(v. zađ. 7.25Г na!i£7fio"dj jc Го moguće jcdmo ako koordmatni vckiori obra- 
/ији piavougli trijedar jcdmičnih vekiora. T 4 -e 4 *. Rdacija (4.14) onda daje: 




(4.54) 


gdc e,, e„ е 4 i e,', е/, e,' obraruju dva pravougla tnjcdara jcdimčmh vcklora. 
To umedu oMalog jmpiicira da trcća skabrna invmrijanlu uniiurnog tcnzora. 
S, хе,'), može imaii umo vrcdnosti +1 i -I zavisno od toga da li 
»Г, e,', e,' obrazuju dcsni ili levi trijcdar. 

Ukoliko je kod daiog unitarnog icnzora dcl7« + I. možcmo pravcc dc- 
fimsanc Loordinatnim scktorima e,'. е/ u/di za о»с jcdnog novog koordi- 
nainog sistcma i pokazati da svakom vckloru C ovaj icnzor pridruiujc vekior 
D-*7-C koji sc dobija od vekiora C onom isiom rotacijom koja suri koor- 
dmaini siUcm (e„e lt ej prenosi u novi (е/, е/, e/). Zaista, u tom slučaju je: 


odnOSDO, 


(D =« *7 • C - {e 4 *. e 4 ) • C ^ е 4 ' • (e 4 • C). 

Dt.'-(e/.0(e*.Q-a a (e*.0-Ce,. 


(4.55) 


tj. projekcfjc \cktora D na ose novog irijcdra su itlovdnc sa projekcijama 
vckiora C na ose surog, ćime je gornja ivrdnja dokazana. Uniiarne tcnzorc sa 
ovom osobinom zovcmo, po Gibbs-u. verzori. 

Лко je pak, dcl7- - I (е/, е/, е/ obrazuju lcvi irijcdar), osubinu (4.55) 
гл vcktor D-7 'C jc, dodu$c, i daljc u važnosii, ali ncma raniji smisao, jcr 
nc posioji ukva rolacija kojabi dcsm irijcdar (e,, e,, ej prevcla u lcvife/, е/, e/). 
U ovom slučaju sc uniUrni tenzor zovc, po Gibbs-u, pernrzor. 


+5. BLEMKNTl TBNZOBSKB ANALIZK 


Тса/огчка potj*. Po analogiji sa vcklorskim poljem, kažcmo da jc /adano 
tenzorsko polje (ili tcnzorska funkcija položaja) ako svakoj tački proslora tnožc- 
mo pridruiiti odrcdcni icnzor. Drugim rcčima, koordinaini vcktori tenzora 
ircba da su funkcijc koordinala дг„х,,јг 4 laćke prusiora: 

T*-T 4 (x, t x i% хД (4.56) 
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Na ovom mestu ćemo se zadriaU sarao na nejvižnijim pojmovima v tam m тл 
lenzorska polja. osiavljajući opštija pitanja za poglavlje o opitera tenzorskom 
raćunu. 

I.okaloi (cBzor. Datom vektorskom polju A - A(x,, х г , хј možemo pri- 
đružiti jedno tcnzorsko polje obrazovanjem dijađskog proizvoda Hamihon-ovog 
opcraiora V i vektoreke funkcije A, tj. {V, A). Taj dijadski proizvod, pozndt 
pod na/ivom djadskox izvoda vekiora Л ili lokalnog lenzora, inu sledeći eks- 
plicitni oblik: 

(V. Л«Ј-Г^(«<. «,) - {gr»d Л,. «,}. (4.57) 

\.Л*1 I d *i 

Njcgova prva skalarna mvjnjania jednaka je. kao Sto je lako proveriti, div A. 
u vektorska invanjama je rot A. Diferencijal vektoreke funkcijc d A može se 
pomoću lokalnog tcn/ora napitati kao: 


dA-(dr V)A-dr.{V. A}. 


(4.58) 


Dimgeocija ten/ora. Ovu vehćinu ćcmo dcfinisati u fkladu sa opitom 
Inrmulom /а proslorne izvodc (2 66). Uoćimo u okolini neke zadanc taćke A4 
inalu /atvorenu povriinu AS koja opkoljuva /aprcmmu Д V. formirajmo kohć- 
шк f dS-'J i ДГ. pa pusiimo da ЛК-.0 saiimajući se u taćku M. Лко ta 

granićna vrednost postoji i nc zavisi od naćina iu koji ДГ teži nuli, ona se 
naziva divergmclja tenzora. 

fdS -ГГ 

« (4 - 59) 

AK < ДК 


Nupilimo tcn/or u obliku (4.14) i primcnimo prmviU množcoja dijada sa 
vcktorima: 


fdS{T k ,t k ) 


div'7- lim ' 

4Г-4 


- Iim 
ак-о 


«. / Т. 4S 
лг 


/T.-rfS 


lim “ 

ЛГ—О ДГ 


d*v7-e,(divT 4 ). 


(4.60) 


Hri pisanju ovih formula konk'cna je sumaciona konvcncija i dcfinicija divcr- 
gcncijc vcktorskc funkcije (2.68). Daklc, ditergencija lenzora Je vekior ćije л 
koniponcnie dlrergencje koordinatnih vekiora log lenzora. Iz toga zakijućujemo 
dii simholićki račun možemo primcniii i na tenzorc: 

di v 7 - V • (T 4 . **} - V • (Т/. **} + V (T*. */} - 
- e* (d,v T k ) + (Т д • V) e* - e* (div T*) . 
јег sc rc/ultat pokbpa sa (4.60). 
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Cuvv-ora teorema u tenzore. Rclaciju (4 60) pomnoŽimo sa dV i pro- 
integrirajmo po nekoj zapremmi V. Ukoliko su u loj zaprcmini sve komponcnte 
tcnzora Q difercncijabilnc i njibovi prvi jzvodi ogranićcni dobijaino: 

/div7 dV- f t k (div T 4 ) «/Г= е д / div T 4 dV = c k f T k JS 
v v r s 

Poslcdnja jcdnakosi proizilazi u Gauu-ovc icorcmc za vcktore (2.54). U neito 
izmcnjcnom obliku, gornji rczultat glasi: 

ftoJdV^ f dS-{T k , e 4 }. 

V s 

o<UkJc sc dcfinitivno dobija Guuss-ovj icorcma za tcnzorc: 

/ dS-7 - /div7 dV. (4 61) 

S V 

Ukohko se ukale potreba da sc intcgral f 'J d S prctvori u /aprcminski, po- 

s 

siupamo ovuko: 

1 frr-dS- f dS-7 e - Jćii7*dV. (4.62) 

S S ¥ 

Pri prvoj transformaciji je konićena relacija (4.30). a 7* jc konjugovan tcnzor. 

Z Л D A C I 

4.1. Ispitati da li su mžr navcdcm ten/ori singuJarni, i ako nisu naći njihove 
mvcrzne icnzore: 

(•) 7 - {«,. *,} + {*j. «,} + {*, . •*}. 

(b) 7 = {(2 *!-*,+ *,). «,} + {(*, - *j). *.} + {(3 *, -f 2 *j - 2 r ,). *,), 

(c) 7-{(Зе,+4е, + 5 *J,*,} + {(*, + 2e, + 2 *,), *.}. + 

+ {(9e, + 14 *j + ЈбеЈ, *J. 

4.2. Kakav uslov treba da zadovoljava tcnzor 7 <h» bi idcntitcti: 

(a) A-C7 B) + B.(7 A)-0. 

(b) A (7 B)* B (7 A)-A B. 

(c) (7 A) (7 B)-A-B 
važili za ma kakve vrkiore A i B? 

4J. Mo2e li se podcsmm izborom vcktora T postići da tcnzor 

7-{*j. *,}+(T, e,} 

bude idcmpotentan? Ako može, naći njegove mvarijantc i invcrzni tcnzor. 
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4.4. Kak;iv uvlov mora zjdovoljavaii tenzor 7 da bi rdacija; 


(7-СИ7* O-C C 

va/ila za ma kakav \ekior C? 

4.5. Pokazali da izraz 

R (7A)l(7-B)x(7Q) 

A (B х C) 

prcdsiuvlja jcdnu kurakieriiiiku samog icnzora 7 i ne zavisi od vekmra 
A, B i C. 

4.6. Relacijama: 

(u) 7, А-1ХЛ. (b) 7,*A-ix(bxA) 

gdc vu i i b zudani vektori, a A je proirvoljan \ekior, dcfinisaru su dva 
icnzora. Naii njihove koordmainc \eklore (Ij. prikazaii ih u obliku(4.l4) 
sumc iriju dijada) i izračunati njihove skalarnc i vekiorsku invarijantu. 
Poka/aii da je ten /лг 7, anli»imeiri6an. 

4.7. Proizvoljan vekior C obrćc se oko ose odrcdcnc jedmičmm vcktorom в 
/u ugoo 0, prelazcei pri tom u C. Dokazaii da relacija C-7-C defimle 
jedan vcrzor. Nači dircklno invcrzm verzor 7 _l . 

4.8. Korislcći zaključke prethodnog zadaika izračunaii irag i vekiorsku inva- 
rijamu vcrzora. Objasnili kako vc iz zadanog oblika verron i možc odre> 
diti pruvac osc lotucije i ugao rotacije. Odrediti jcđmični vcklor cse 
roiacije i uguo roiuuje za verzor iz zad. 4.1. (a). 

4.9. Dokazau da vc sve iri skalarnc invarijanic tcn/ora 7* poklapaju sa od- 
govarajućim invurijuntama lenzora 7* Važi li ovo Ivrđenje i za njihove 
vckiurske invarijanie? 

4.10. Ispilan da ii je (7*Г' -(7”‘)*. lj. da li su opcracije konjugovanja i 
obrazovanja inveiznog icnzora komuiativne. 

4.11. Pokazati du jc ireća skalama invarijanla proizvoda dva tcnzora jednaka 
prouvodu trečih skalarnih mvanjanii pojcdmačmh lenzora: 

dcl(# «2l)-dcitf det% 

4.12. Dokuzali da jc Irag ma kog lenzora jcdnuk Iragu njegovog simeinčnog 
dcla, л vckiorvka invurijanta mu jc jednaka vekiorskoj invarijanii anii- 
simciričnog dcla. 

4.13. Dokazati da jc kod unitarnih tcnzoru proizvod рг>е i trece skalarnc 
invarijantc jcdnak drugoj skalarnoj invarijanii. 


1 
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5. TENZORI I MATRICF. 


5.1. OSNOVI MATKlCNE alckbke 

• Mfttrice. Uralcnc kvadiam£_Llu p a ^» g « n * Mt lM,9V |ј| П Ј и и jl ! . fuilU ^ J 
<в ка у w »C ■opcfUc.-rui _ynjj»rcd d cfinisa in jgftn .. * p M« ■ - u ip h i " ■ 

vu ic пишкф, -firojcvijli ГцпкШ таГ^^Ц 

о/пјЖ^^гоГ^^ d,u e* **•» u k0 J' mi 10 Uj ekmenl “ ,r,ee n * 1 ** 

zi. Tako, na primcr a n o/oaćava ckmcot koji »e nalazi u drugoj mti i Uj- 
ćoj koloni. Prcma lomc mairic« A kop un« m vrit« i и којоав (rad. kratkoćc 
nnzvaćcmo Jc matricom Ира m*») ckiplicuno piicmo u obl.ku: 


(5.1) 


fl-. 


Mulricu kod kojc jc broj vrsu jcdnak hroju kolona (iipn* n) /va&mo kraJro- 
tna matrica n-tog rcda. Onc su od poscbnc valiiosti kod pr.mcna u Tcor.jskoj 
fizici. Hlcmentc o |( . o„. • • •. o*. kva^atnc m.tricc koji * “ fg*** 

dijagonali /ovcmo Jijagonalni elemcnli . ~Kv i đfi i n u mniricu £iji »u мто dijugo- 
nalni demcnli rft/Jićili od nule /ovemo JijagaruJna mainca. Svakoj kvadrainoj 
muirici тоЈлпо prldrubu-dcicrrmnaaiu od iHt^n kmc fltui^ 

jcd.ui skalar. Trcba sirogo ra/J itf3mrT»ift rTti . Vlvdf.»j *e ^n tVria . P°) al ^ | đgT c, ~ 
nunantc, po«<r6vu pmlcđnja samo psBdataaJa. odrcdcmjBBto- prnt a iiTi BJB 
jednog skulara. Ako dctcrminanta pridru?cna datoj kvadratnoj mairici ima 
vrcđnosi nulu , kažemo da jc matrica ri neulanta, Oira kvadraimh miirica, odrc- 
deni interes u T&>rijskoj fizici prcdsfavTjaju matnce-rrstf (tipa | хл) i matnce- 
•kohme lnpJ тх I): 




(5.2) 


Mairicc možcmo shvaliti kao odrcdcnu gcneralizaciju pojma skalara, odnosno 
skularnc funkcije, smatrajući ovc poslcdnjc matr.cama upa 1*1. 

U razmuiranjimu koja slcdc smatraćemo da su elcmcnti malr.ce realm 
brojcvi, ito je zu vcčinu primcna u klasićnoj fizici dovoljno. Na kraju ovog 
oddjka navcićemo. rudi poipunosti. i nekol.ko gencrul./acija a slućaj kada su 
ovi dcmcnli komplcksm brojcvi •* 
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Pnvila na osnovu kojih sc sa maincama opaiie su fiksirana unapred 
konvencijom. Zahtcva sc da sc matrke il.BiCsa dcmem.ma a n , b„ i c„ poko- 
ravaju sJedcćira pravilima (a)— (d): 


„ - (•) Jcdnako« matrica. Dve matrke, A i B. mogu biti jednake sumo ako 
su istog tipa, Ij. ako imaju jcđnak broj vn«a i jcdnak broj kolona. . ako za 
sve vrcdnosti indcksa i i jiaii o,j-b tJ . 

Dakk: 


A-B « o u =b tl . 


(5.3) 


4J (b) Sabiraajc matrka. Dvc matricc, A i B. mogu sc sab.rat. samo ako su 
istog tipa Njihov zbir jc matr.ca istog npa kao i muince-sabirc. i njcn, dc 
menii »u jcdnaki sum. korcspondcnmih dcmcnaia matrura-sabiraka. 


C-A + B c--> c,j - a tl ¥ b,j. 


(54) 


Prcma lomc, za sab.ranjc mairica važe zakoni -komuuiivnosti i asoc.jal,vm«l.: 


АлВ-В + Л, 

{Лл В) + С-Л+(В+С). 


(5.5) 


Uk v, Bkoni 

ss i\h,№s 

clcmfnrirTEevrdno nulia тхп matrlca. tj. muirica čij. su svi ckmcnii jcdnaki 
nuli. Mairicn A sa dcmcntima a ,, ima oćcvidno invcrznu matricu CiJi su dc- 

mcnti —a,j. 

(c) Maoicajc akalarom. Pro./vod « A matricc i vkalara je malr.ca istog 
tipa. sa ekmcntima formiranim mnoJcnjcm clcmcnaia matricc A skabrom a: 


В-*Л o b 


(5.6) 


Kod ove sc operacijc ispoljava suitinska razlika i/mcdu mairicc i dctcrininantc. 
jcr sc dcierminania mnofi skalarom lako. ito joj sc lim skalan>m pomnožc 
dcmenti samo jeJne vrste ili kolonc. 

(d) Množenjc matrica. Proizvod dveju matrica, ЛВ. dcfmisan je sumo ako 
je broj kolona pn* matrice jeJnak broju r rsta Jrugc. Ako jc prva mainca l.pa 
m х n a druga i ipa пхр pro./vod ćc biti mutrica lipa тхр (ij. imacc broj 
vrsu 'kao prsa пшгка. a broj kolona kao druga) i njeni demcnt. sc određuju 
po pravilu: 

C-AB » c..= a,b. r (5-7) 


C- AB » c„= a lk b Lj . 


U posicdnjcni iztacu х potlrazumeva sumiranje po ponovljcnom indcksu k u 
vmislu Sumacionc Ronvcncijc uvcdeoe u GJavi I. Dakie, elemeni i-ie vrsie I j-u 

kolont proisroda cht molrice st Jobija коЈа te 
eiem*nii i-te vrste pn e marrice izmnoie sa od- 
» I r-j \ govarajućim eiemeniima j-ie kokme Jnige, pa 

— - 1 se proizrodi saberu. Ovalav naćin mno?cnja 

.je Semaiski рпкл /an na tlici 5.1. 

L — — J гК^- ^ I Zabclcžimo posebno nckoliko osobma 

I l чј / matričnog množcnja: 

I » l— * fl) Proizvod dvc maincc može bili nulia 

i-to vrsto J-IQ ».olona ma , r i M a da nijcdna od njih nije nulu ma- 
Sl. 3.1. trica. kao Sto sc vidi u slcdećeg pnmera: 


0 -| 

1 0 

2 -I 


0 0 
0 0 
0 0 
0 0. 


(2j Za dvc pruvouguonc (nekvadruine) matrice u opiiem slućaju nisu js iorrernem L 
tiejmisana dbu proiev oiia. ј^Д /0 * 1 1 - i: r * ^ 

(3) Proizv'ođ m.3Tnco-v rstc Гх n i kvjdralnc matrice n х n jc matrice-vnta 
p«i|a7nog lipa I «»; vlično vali 7a proirvod kvadratnc тлпсе n * n i matnce- 
-kolonc n / | . 

(4) Za dvc kvadratnc mairice islog rcda dcfimsana su oba proiTvoda, AS i ВЛ, 

i oba su kvuđrainc matrkt istog rcda kao L polaene matricc. Medutim. kako 
se vidi iz (5.7). u opiiem siućaju ne raii sakaa komuigeik. 

Vcliku viižnovi imaju tzv. komulator i aniikomuiaior dveju kvadnunih 
niuirica iMog reda: 


[Л. В\*ЛВ ВЛ,{Л, в)-лв+вл. 


(5.8) 


Mdtricc « biti komututivnc. ako im jc komutator jcdnak nulroj matnci. Za : 
pj /nno da Jve ЈЦахоп а/пе таијсе u rek k omutiraiu. 

|3J Na ош) vu ilcfinTcijc (5*7j~ ncposrcdno se vidi da jc množcnjc malrica 


(5) Na osnovu dcTinicijc (5.7) ncposrcdno se vidi da je množcnjc malrica 
чнкиаигђо (.v. zad. 5.1), 

U prcosialom dclu ovog oddjk« ograničićcmo se na kvadratnc matrice 
'i-tog rcda kojc su od poscbnog mteresa u Teorijskoj fizici. Defmilimo oeko- 
liko važmjih pojmovu vczamh za ove ишгкс. 

‘ -• Jcdinićna matrica. To jc kvadratna mairjca л -tog rcda čiji su clcmcnii 


Kronccker-ovi simboli 


giuvnoj dijjgonuli jcdnukc jcdinici: 


koju ima dijagonalan oblik i sve demcme na 


1 0 0 o... 
0 1 0 0--- 
0 0 I o... 


0 0 0 1 


(5-9) 


Ona ima važnu osobinu da ma za kakvu kvadratnu matricu n-tog reda važi: 

1Л~Л1-Л> (5.10) 


ito jc lako ncposredno provcriii na osnovu pravila (5.7) za množcnje matrica. 
DekJc, u akupu kvadratnih matrica n-tog icda jedimćna mairica n-iog rcda 
igra ulogu neuiralnog dcmenta u odnosu na mairićno množenjc. 

Trtba zapaziii da relacija ЛЛ=Л možc biti ispur\jaut i ako Л nije nulia 
ili jcdinična mainca, kao ito se vidi iz sledećtg primero: 


(i :ic a-(i :)■ 


I 0' 


i matrice sa lakvom osobinom zvaćemo iJrmpoieninua Jedinićna i nulta mat- 
rica jcsu idcmpotentnc, ali nisu jcdine. ?a ra/Jiku od obićnih brojcva. 


> ? loverzaa matrica. Zadanoj ncsingularnoj kvadratnoj matrici Л и -log rcda 
može se pndrulni lakodc nesingularna kvadratna matricn istog reda Л~\ lukva 
da jc njihov protzvod jednak jediniĆnoj matrici n-iog rcda. Ta matrica sc zovc 
imernuj mairiea matrice Л. Daklc. yo.*>rnjoj dcTiniciji: 


! Л~‘Л-/.' 


(5.1 I) 


OznaĆimo elcmenie matrica Л i Л~> u o^ i respcktivno, pa tu ddimc.ju 
prcpiiimo'u obliku: 




(5.12) 


koji rezullira iz pravila matrićnog množcnja (5.7). Oznaćimo daljc sa C, t ki»- 
faktor demcnta a„ u dcterminanti pridruženoj matnci Л i podsctimo sc du, 
prema po/naiim osobmama detcrmmanti, imanio: 


С„а л — Дб^. C tJ o t j Д8,*! 


(5.13) 


gdc jc u Д oziućcna vrednost ie dctcrmmanic. Naimc, jcdmo kud dcn»cnte 
jednc vme ili kolone u deicrminanti pomnožimo sa njima pripadjjućim ko- 
faktorima i rczuluic sumiramo dobićcmu vrcdnost tc detcrminjntc, dok kjd 
ih množimo sa kofaklorimu nckc drugc vrstc ili kolonc iczultat jc nula. Po- 
množimo dakle jcdnaćinc (5.12) (njih ima ukupno n l , гл svako /-I, 2,... n 

i svako у— I. 2 n po jcdna) sa C 0 i prosumirajmo po j. Ako kod pisanja 

rezultaia iskorislimo sumacionu konvcnciju. rezultat će bili: 


odnosno. zbog (5.13): 


a * a i, C U“K C 0' 


aZ' (Д*„)-Д a?. C„. 


tako da, uz neznatnu izmcnu oznaka indcksa. konaćno dobijamo: 




(5.14) 


Dakk, eiemrnt Не vrsie i j-te kolone inverzne morrice se dobija kaJa se ko/akior 
elementa j-te rrste i Ht kolone u detcrmmanti pndruienoj Jatoj kiadrutnvj mat - 


1 




rici poJeh sa vrednolću ic deiermmanie. Na osnovu ovog rezuluia se mofc poka- 
za li d л svaka kvadraina matrlca komuiira sa svojom uuemtom marrieom . Zaisla, 

(ЛА - % - а ш ai' - a a • C A - • Д - * <y . 

lj. i jc jcdnako jcdiničnoj nuirici, odnosno Л~ х А-ЛА~ 1 -/. 

/ Transponoiaoa ■atrica. Svakoj mai/ici A (nc nulno kvadrainoj) roolc se 
pridružili Irainponuvona mairiea A koja sc formira iako iio se mie mairice A 
u/niu /а kolone inatnce Л, i kolonc га mle. Dakle, prema gornjoj defimciji: 

(5.15) 

Zapazimo jo4 da je u bilo kom slućaju proi«od tAv adrainn mairica, ćak i 
ako A. mk._*varjraiaa. Islo i » proirvod ~ЛА, madi aaia mainca u 
орШсга slućajiTridloniulira sa svojom iransponovanom malricom. i тлиих ЛА 
su ćak ruriičnog reda Sto se vidi iz slcdećeg primera: 

_ . _ 10 2 \ ... 


\ ° ^ / 26 14 \ 
) -(„ „) 


4-2 6 


Jcdino kod l^adrainib ФЈЦТЗ^ ивп^ооуапа jnalnra jc lakođe kvadraina i 
dvdiL јс pojam irilRponovane maince od poscboog llTTČfcsa. 

AJ prtmcnama kod problcma Tconjskc fizike su' fri klase kvadraimh 
malfica. kod kojih su A. A i Л~' u odrcđenoj vezi. Tako. ako j« mairica Л 
jcdnnka svoj**j transponc>vftnoi^*iqci. 

(5,6 > 

kaJcmo da jc ona iimcrrK , mi!lh*rtakve mairicc su elcmcnii simeinCno raspo- 
rcdcni u odnosu nii glavnu dijagonalu jednaki (o„-a k ). Umesto sa n 1 brojcva. 
kohko jc potrcbno za odrcdivanje kvadraine maince n-iog rcda u opitem slu- 

ćaju. siincirićna mairica je odrcdcna sa svega --«("+ I) brojcva. Drugi lip mai- 

пса od imercsft su onc kpd~*ftjjbjc 

^ 0 . 17 ) 

i koje zovcmo mlisinieiričnTrir matricama. Kod njib dementi simcirićno raspo- 
rcdcm u odnosu na glavnu dijagonalu imaju jednake apsoluine vrednosn i 
suprotnog su тлака. Sloga aniisimelrična mairica ima sve elemcnie na glavnoj 
dijagonali jcdnake nuli, jcr. na primcr iz e„ a tl sJedi tf„-0. Daklc, anii- 

simeirična mamca je odredcna sa svega — п(л — l) brojeva. umesto nr koliko 

jc poirebno u opšicm slućaju. Zapazimo da se ma kakva mairica A može 
prika/uii u obliku 2 bira jcdne simclrićne i jcdnc anlisimeirićne matrice. jer u 

izrazu: 


( а ч~ а Ј-) 
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prvi sabirak b tJ - — (с„+ o^imaosobinu^-^.a drugi sabirak e,j~ 

ima osobinu c,.- —с р , pa ih moicmo uzeii za elcmcnie jedne simeirićne i 
jrdne aniisimctnćne mairicc respekiivno. Najzad. ireći tip matrica od inicrcsa 
su one kod kojih je transponovana jcdnaka invcrznoj: 

А-л- 1 iii (aA^Ja t i . (5.19) 

To su tzv. ort oronalnc mairice. Mcdu clcmcniima a,. ortogonalnc mulrice postojc 
odredene vcze. koje se dobijaju iz gofnjc dcfinicije i jednaćina (5.16) i (5.7). 
Ove vc/e su obhka: 

а **»— (5.20) 
*</• 

i analoge su uslovima (1.9) za kosinusc pravca рп prcla/u iz jednog provo- 
ugkig sisiema u drugi, 4to i prcdsiavlja ra/log da se ovc maincc /ovu oriogonalne. 

Malrkc aa kompkksnim clcmreliuia. U klasićn oj icorijskoi fizki te mat- 
nce Ćiji su dcmcnii komplek sm brojcvi sfe ĆTsamo izuzcino. Nasuprai lomc. 

0 ivariirioj mchanici tu onc vrlo ćcMc~Ni~ ov om m csiu ćcmo Izncii nekoliko 
valntjth naporoena 0 pyaiyim matr ičama . 

' Offiovric algcbarskc operacijc sc kod ovih mairiui dcfini4u пл isli naćin 

kao i kod matrica sa realnim dcmemima. dakle rclucijama (5.3). (5.4), (5.6) 

1 (5.7), pri ćcmu skalftr a kojim sc malrica množi možc takođe bili komple- 
ksan broj. 

Kod kvadraimh matrica sa kompkksnim dcmcniima možc sc dcfinisii i 
opcracija konjugovdlija, tj. rap»fDC svih flcmcnau njihovim konjugovano-komplck- 
smm vrcdnoslima. MairiaTA <3ob.jena ovom operacijom »Vć se копји^оуова. 
Konjugovanjcro i iransponoVtnjem se dobija uv. odjungo vuno. "дасА_^рг1 
ćcmu se konjugovanje i Iransponovanjc mogu vrsili u bilo kom rcdoslcdu: 

gV(i)-(/). (52l > 

Crta izrud brojft oznftćavn njegovu konjugovano-komplcksnu vrcdnosi. Dcfini- 
cije simctrićnc, aniisimetrićne i onogonaloe mairice i ovdc osiaju nci/mcnjcoc. 
ali su ovi pojmovi od manjeg inurcsa. Veći znaćaj imajuslcdcća iri lipa inainca. 
Mairrca A će biii ermiiska. ako je jcdnaka svojoj adjungovanoj mairici: 

(>$чЗ). ( 5 * 22 ) 

Za ovakve matricc se ponekad korisii i naziv auioadlungoranc Nasuprol lome, 
ako je mairica jednaka s vojoLftdju ngovanoj mainci sa suproinim /nakom: 

^4- а ч ej - — oj,. (5.23) 

zvaćemo je imiicrmiiska. ErmTisU i aniicrrailsU malrica su oćevidnc gcncra- 
lizacije pojmova sirocirićoe mairicc, jcr sc u slućaju ćisio realnih kocficijcnala 
irftlBponovana f adj*UĐgovana mairica poklappju. Po analogiji »a rdocijom (5.18). 
ivaku rnairicu sa kompleksnim elcmeniiraa mo/zmo rasuviii na zbif jednc 
ermiiske i jcdnc aniicrmiuke malricc 




( 5 . 24 ) 


Nije ie4ko poka/aii da je prvi sabirak malrićni elcmeni jcdne ermitske mairi- 
cc a drugi jcdnc aniicrrmiskc. 
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Najzad, mairice kod 


\Л*-А 


adjungovana jcdnaka inverznoj: 
^>»ino sno: A*A **AA* 


(5.25) 


zovu se uniiarng^ i prcđšlfftfj aj u generalizaciju oriogunalnih aulrica (5.19). 
Mcdu kocFicijeniima unilarne mairicc, rbog uslova (5.25), postoje sledeće vezc 

•i»„-s u y-K. (ЈЈб, 

a U a »J ” a lk a д* “ &!!• 

analogc vc /лпи (5.20) kod ortogunaJnih mairica. 

SJ. PRIDRU2IVANJE M.ATRICA VtK IOKIMA I TENZ-ORIMA 


. Predsiavljanj« ukiora 
Iri viuilarna коеПС|јепХГ*Дј 
mairica-vrsia iR njuj Iransp. 
lima, Ij. pisali: 


Datom vckioru A 


ko^tijenu A • v nioie sč, игаи o«vidnb, pridryjiii jcdna 
iR njuj iranspunovana mairiui-kolona, obe sa reatnim koeHcijen- 


A-(A, AfA t ), ili A- А г 


(5J7) 


pri Cemu ćc clcmcnli ovih mairica zavisili od koordinainog sisicma inbranog 
7л prcdsias Ijanjc vcfctora, a znaci jednakoMi se moraju shvatiiti umo u smislu 
rclocije ckvivalencije. Vckior, naimc, nije mairica-vnta ili mairica-kolona. već 
sc sanvo radi o obosirnno jcdnoznaćnom pndniiivanju jcdnog malcmaiićkog 
objcku (vckiora) drugom (inairici). jer lo prfdniživanje pruta odrtdcne prcd- 
nosii. U ovukvoj reprc/eniaciji su, kako se jasno vidi, pravila jcdnakosii, sabiranja 
i množcnja skalurom kod matrica u saglasnosti sa odgovarajućnn pravilima 
kod vckiora. Medutini. da bi sc rakon (1.27) formiranja skalarnog proizvoda, 
k-H — Л, B„ doveo u saglasnosi sa pravilom matrićnog množcnja (5.7), Irtba 
prvT vekior predstaviti kao mairicu-vrstu, a drugi kao mairicu кокзпи, poito 
ćc rc/ulul mnolcnju mairice lipa I х 3 i inairice tipa 3 х I biti mairica lipa 1 х I, 
lj. skalar. /а dve mairice-vrslc ili dvc matrico-kojo'nc mairićno mnoienjc uopitc 
nijc definifcano. Daklc: 

В г A и мЛ , r.j.a.h.~A R f 5.28» 


A t B t + А.В } + АуВ^-? A t B r 


(5.28) 


Vcklorski proi/vod A х B se predttavljanjem vekiora samo pomoću matrica-vrsla 
ili malrica-kolona nc možc ni na koji naćin dovesii u vem sa pravilom raat- 
ričnog mno/aija, vcć se jcdan od vekiora mora prikazaii pomoću složemje 
mairice. Ovo ukazuje da je priroda vektorskog proizvoda komplckvmja, o ćemu 
će još biii rcči na kraju ovog odcljka. 

5 л Prtdsuvljanjc icu/ora malrieama. Svakom lenzoru 7 moie se obosiraoo jcd- 
noznućno pridružlti jedna kvadraina mairica iredeg rcda sa rcalnim kocTicijcmima. 
Ova malrica ima clcmenie као 5ema brojeva (4.6) i ovdc ćcmo je prrpisaii 
radi daljih ra/nulranja: 

T n T u 7*,, \ е г Т, *,.T Z *, T, \ 

7- T, 3 Г* T u U *2 ‘Т, *2-T, e.-T, . (5.29) 

Тџ> Т гЈ Т„ ) »j*T, *,-Т, «, Т, ) 


Navedeni su i aJiernalivni izrazi za koeficijcnlc ovc mairicc. pošto u skladu 
sa oznakam* ptahodne Glave imamo Гл-е^Т,. Kao i kod rclacija (5.27), 
malnćni elcmcnii će zavisiii od izbora koordinainog sistcma, a znak jednakosti 


malrićni dcmemi će zavisin od izbora koordinainog sistcma, a znak jeanaicosti 
ioncdu icozp ra i m a tricc shvaiamo samo u smifcto relaciialHvrvaleiicij c. Kao 
Иб-ЈеТг t^jc^jćdnaiinc > fdi 'c fatHTTIt vrsic jj A tolone mairice pridru- 
lt ne (епгоги ‘У jeđnak je skalarnom. iiroh™*iu a pdJio fce'toordinalni 

vekiori dobijajirma osnovu dtffffinvno nalazimo: 

(530) 


Ovdc jc sa (7) #j simbolićki or n>**n clemai ^ Tc vrsic i j-ie kolone maince 
pridružene daiom lenzoru na osnovu konvcncijc (5.29). Uoćimo da je zbog 
osofcine asocijaiivnosii (4.1 7) fc\«icd«o“fc**}jm se rcdoslcdom operacije u (5.30) 


izvodc- Zapa/imo lakodc da jc \J), - T^. uslcd čcga ireba obraiiti painju da 
kod raćunanja nc dode do zabunc prltikom pisanja indeksa. 

Iz (5.30) neposrcdno izlazi da nula-ien:oru odxorgra_ aulLa- auuffra -frrćeg- 
reda, klo т da jedinČnoiii lOafTođgorara jedintfna mairico irećeg reJa , ne/a- 
Vlsho od ~ koordmaThog “slsuma tzzbninrtg та ГиСипапјс main'ĆniK 'сГстепа1и. 

Za jedioični tcnzor rtcimo, gornja ivrdnja vc doku/uje ovako: 

(SKi - c . S • v - c . • ( c * . **) • *, - c < l c * ( c * • с у )1 - c . • i c * 8 */l s *. • •/ - V 

Sledcća Iri siava su ukođe oćevidna: (a) jeJnakhn lerizorima odgovaraju jt Jnake 

"" r * r ‘ ггТјј - , => ( 7 )„- (//),;. i * (5 30 

(b) auni tenzora odgotaTa swna njuna pridruienih mulrica: 

V *7 + ll -> №„-( 7 ).,л Qh,> V/ (5,32) 

(c) proii*oJu tenzora i skalora odgorara proi:*od mairiee i skalara : 

Ц-*гј 3 (//)„ - «(7!,,. yf (5 33) 

i nepofcrednc fcU poilcdK-e rdaoje (5.30). 

Analizirajući daljc opisaoi način pridruživanja mairicc lcnzoru možemo 
dokazati da proizvdu J\a tenzora odgoiara mairlca jednaka proi:\oi/u mairlca 
pndruiemh tenzonma mnoliieljima u isiom redosledu. Zaisia. ako ад C f1 označimo 
proi/vod 'J •// i iskonsiimo dcfmiciju (4 35) množrnja icn/ora. na osnovu * 
(5.30) dobijamo; 

- (7 • 11 ), j - *, • (7 • Ц) • *, - e, • «T t , ej - (U, . */}) • *, - 

- e. • I(e, • U,) (T 4 . e,}] • « ; - («. • Ц) (*, • T.) (*, «,) - 

- (*. • Ц) (*, • T 4 ) - (*, - Т д ) (« А • Ц) = 

-(*.- 7 е.)( с а- 7 / с Л \ 


p^šio јс Т,*7 »| i Ц -=//•*,. Prcma lomc: 

v- 7 -u =* m,-i 7 u. ■(//*,. ( 5 - 34 ) 

и skladu sa pravilom matričnog množcnia. Direkina poslcdica ovoga je da 
imerznom tenzoni odgoraro inrerzna matrica. јсг: 

rj-s .7 = g ( 7 -‘Uf 7 )*/ ,5 - 35 ) 

?lo se poklapa sa definic jom invcrzne mairice (5-l2|. 
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јст na osnovu dcf I n icije't^ 27^*ko^o^va nog (епмга гл njcgov^tatri^ 
ckmcni nalazimo: 

- «. • 7* • *j - •, • {*, , T*} • . y = (e, • «,) (T 4 • .,) - 
- (T t • •*) *и - V T * “ V ^ * •# " (T^, . 

pa možcmo pisaii: 

erfr-cr«; (5.36) 

čime jc navcđcna ivrdnja dolcazana. Iz posJcdnja dva suva, (5J5) i (5.36), 
ncposrcdno proizilazi da simeirićnotn tenson odgmara sime i'ii^ m a in o a , amii- 
simetrićnom tcnzoru anUsimetrjćna matrica, амГага огп tenzorv mat- 

Euklidovom prosioru odražava sc u alseharakoj strukturi акира njima pridru- 
žcmh kvadrainih mairica Ircdcg rcda. Prostije rcdcno. umcsto da u nekom da- 
lom problcmu opcrišcmo dircktno sa tcnzorima na osnovu pravila fpwpr.it> 
clgebre dcfinisanih u prcthodnoj Clavi, moicmo svc tcnzorc izrazjii pomocu 
mntrica i itli problcm rrtiti na osnovu pravila matrićne algebre, iznctiT) ujpypm 
odcljku ovc Cluvc. Koic sc da lu skupovi icnzora i muinca trcčcg rcda teomorfiiL 
I piavila innožcnja lcnzora sa vektorima dorvoljav-j^ da scovc opcracijc 
svcdu na nmožcnje matrica. Zaista, ako rdacije ti - 7- A;i C = A -CAtrojekiujc- 
пн» na k«H»rdinaiije osc, dobićemo: • -- — . 

*. 43 - .,) Л, - ( 7 ),, ^ 

C, - C • «» - A • 7 • *1 - (Л, «д • 7 • 9, - Aj (*, • 7 • ^) - A t (7)д . 

šiu *c nioie dovesti u ve/u sa pravilom matričnog mnoirnja ako pri množenju 
lcn/or.i vcklorom s desna vcktotc napiicmo u obliku matrica-kolooa, a pri 
iiiMožcnju sleva u obhku matnca-vnta: . 


•%& 


-I T, 


C-A.*7 


7-ц 

7-,, 

\( 

А г 

T'ji 

т» 


A > 

7-» 

7-., 

д 

'đ* 

J 

7-,, 

7*» 

7-,, 

ц 

7*,. 

Tjj 

7ia 

л 

7-,, 

7j» 

7"u 


^<5.37) 


Ispravnost ovukvog prikazivanja vcktora je lako proveriti ncposredmm množc- 
njcm. vodcdi pri tom laćuna da je 7*, ; -( J)„, kao ito je već tanijc ^Лакптр. 

Vcktnrski proi/vod. Komponcntc vcktorskog proizvoda dva vektora^C - АкЦ 
mogu se pomoću simbola Levi-Cjvita (1.32) napisati u obliku (1.33). kojrovdc 
prcpisujerno ndi daljih razmatranja: 

У.-е+Л,*. (5.38) 

Ovaj zakon obrazovanja komponcnata vcktora C od komponcnaia vcklora A 
i B ne možemo dovesti u vczu sa pravilom matrićoog innožcoja ukoliko sc 
oeruničimo samo na prcdstavljanje vektor.i matricama-vrstama i matricama- 
-kolonama (5.27), već moramo jcdjn od vektora množilaca zumcnni podesno 
odabranim temorom, tj. pisati: 

С-АхВ-^.В, ili С-АхВ-А.^ (5.39) 


U prvoj relaciji je prvi množilac zunenjen tenzorom. iio znaći da za drugi 
ireba pisati matricu-kolonu. dok jc u drugoj rdaciji drugi mnoiilac zamenjco 
tcnzorom. pa za preosudi vcktor trcba uzcti matricu-vrsiu. sve to u sk kdg 
n (5.371 Tako uvedcnc icnzore ^ i & zvaćcmo Jualnim vcfctonma A i i 
u sroislu rdatije (5.39). Da bismo ckspliciino naili komponentc ovih tcnzfira, 
pcepisaćcmo (5.39) kao — 

c, -'(c4i odnosno C. =1 ЛЈЉ)> . 
рл porcdenjem sa (5.38) raMJiiiiti da mora biti: 

(с4)д *.*ј A i) (r® l > S* č 

tj. u oha slućaja se dualni lenzor formira na isti naćin. Zapazimo da su ovi 
lenzori antisimetrićni tto sledi iz ponašanja simbola Lcvi-Civiu pri izmcni mesiu 
dva suscdna mdcksa. Kao i svi aniisimeuićni tcnzori, oni imaju svojc duaJne 
у rkiore jcdnakc. prcroa (4.51). ncganvnoj polovini njihove vtitorske invanjanle. 
uko da se na osnovu formule (4 26) za nalalenjc ove invarijante, Uko ulvrduje 
da su li dualni vcklori upravo A odnosno B. To. uoslalom, sledi i ncposrcdno 
iz (5 39). Daklc, tako definisana Jualnosl je uzajumna. I z svcga rećenog izUzi da 
za uzajamno dualnc veklorc I antisimcirićni lcnzor imamo. 

(A - ~^ A k. А Г -у *'A ( 5,40) 

Jstaknimo da su ov« relacije dobijcne iZ (4.26) i (4.51). Onc sc niogu dobiti 
i jcdna iz dnige. ako &e uzme u ob/ir osobina simbolu Lcvi-Civita 
■ 28,„ koju nijc iciko proveriti. .. . .. , . . _ 

Najiad. rclac.ja (5.38) dopuiia i slcdcći zakljućuk: Vekturski proizroJ A«B 
je ttkiorska imarijanta tenzora fc’ ćjt su komponente Л, B r Namic. pre- 

ma (4.26), ova vekiorska invarijania je 

Qt - ОЛ* *i - •<* A i в * •• ‘ A 4 в 

vodcći raćuna da je 7**,-(7)>i u ,0 i forimili. Ovakva imerprctacija vcktorskog 
proizvoda sc najćetčc navodi u litcraturi. 

5Л. NORMAL.NI OBLtK TEN7X1RA 

L Svofrtvcnl prarei I svojsisrac vređ»**ti trozora. Iz relacija (4.7) , (4.8) se 
vidi da jc tenzor opcrator koji svakom vekioru A pridružujc ncki drugi vek- 
tor B po odredcnom zakonu (B-7 -A). U opilein slućaju vcklori B i Л msu 
kolinearni. Posiavimo sada puanje da li к za dali tenzor 7 možc naći ncki 
vckior X razlićil od nule i lakav da jc 

7-Х -XX, (5.41) 

dakle da je vckior njcmu pcidružcn porooću cenzora 7 kolinearan sa njim. 
Ukoliko lakflv vckior X p osioii, zvaćemo pa д vjstnnim \cktorom datop tcn/ora 7. 
rarftSđirdCi skalar л ćc b.ti korcspondcntna svojstrcna пеФши icpzora _f, 
Na primer. lenzor Ц = 2 {e,. e } + (e, e,, « : П- l7**i + *»• e »>- “ 

matrica. u koordinatnom sistemu u komc su c,,« a . «, jcdiničnu vcfcion koor- 
dinatnih osa. bili oblika: ' 



ima svoj'sivcnc vckiore X, i X, ■= 2 e, - 6е, — 3 e,. poilo je. kiko se 
niože provcriii: 

2101 2\ 

7/ - X, — 0 0 -2 0 -0 =2 X,; 

0-| 1 o oj 


2 10/2 
0 0 -2 -6 
0-1 I 1-3 


-2 

6 --X,. 
3 


i odgovarajuie svojvtvcnc vrednosii su X, =2 i X, 1. 

Лко je X sjerrtveni vefctor ico/ora 7. |*>iče lo i proizvoljan njemu ko- 
lincaran vckip.r fc<lc јл^л pa kakav skitar. Naime: 

'7-<«Х)~в(7Х)-«(ХХ)-Х(вк). 

luko da jc ispravnije govorili o ivojitvcnom prarcu datog (сгцога Svakom vek- 
loru Loji lcži nu svojsivenom pravcu icoror pcidružuje _ vcktor koji toJutfe lci» 
nu svojvivcnom pravct* » iiji je_ imcnznet uvcdan /XT^K0?~V|U liiefaturi se 
ćcsio koritie i icruiim glavtu ili karakmisućm prcnri i glavnciU karakteruličn* 
\rednoui tcn/ora. 

Problcm nalažcnja vvojsivcnih vrcdnosti datog icn/oia'7 zove s c srojstreni 
problem. Prc ncgo ilo prcdcmo fU razmairanjc ovog problema, nadinimo sle- 
dcčc dvc prmiedbe. 

(a) Tenzor moie imail i nulu kao svojsirenu vrednost, ij. vcklorima koji 
lefc П4 nekom pravcu pridruživaii nula-vckior. Takav je. na primer. sluduj 
kod ten/oru 

I 2 I 

7~ 4 1-3 

-2 5 7 . 

гл pravac dcfinivan veklorom X e, -е, + е,. ito je lako prpvcriti pomodu (5.37). 
Takuv slučuj uvck imaino kod antisimelrićnih lenzora, gde j« pravac dcfmisan 
\cklorvkom invurijanlom 0. prcma <4.5 1). uvck svojstveni pravac sa svojsive- 


nom v rcdnošću nula |'7 • Q - - Q * Q - 0 j . 


(b) JeJnoj iuoj rrvjslrenoj irednoul Jatog lenzoru mo!e odgo\vrail гЦе nego 
jedan sivjsireni pravac, kao 4io jc. na primcr. slućaj kod ten/ora 

4 I - I 

7- 25-2 

-3-3 6 . 

koj» ima. kako sc možc lako proveriti, dva nekolincarnu svojsivcna vckiora, X, - 
-с,- c, i X, -е, -ге,. oba sa islom svojsivertom vrednoiću Х-3. Takva svoj- 
sivcnu vrcdnost. kojoj odgovara vi lc ncgo jedan svojsiveni pravac, zove se 
degenerisana. Лко su X, i X, dva nckolinearna vekiora koji odgovaraju istoj 


degcnerisanoj svojsivenoj vredoosli, onda jc i *, Х^ + а^Х,. gdc su a, i e, ma 
kakvi skAlan, takođe svojsiveni vdcior. Dnigim reiima. bilo koji vektor koji 
Ježi u ravni određcnoj dvama svojsivcnim vckiorimu koji pnpadaju istoj degc- 
nerisanoj svojsivenoj vrednosti je lakodc svojsivcni vcklor. Najzad, ako su X,, 
X, 4 X, iri nekomplanarna svojslvena vektora koji pnpadaju isioj degencrisanoj 
svojovenoj vTednosli, onda će bilo koji vektor bili svojsiveni vckior lakvog 
lcnzora, jer se svaki vekior možc napisatj u obliku sume *, X, + o. X, + a, X,. 
ako su X,, X, i X, nekomplanariu, 0*4цци da je svaki vekior njcgov svojsivcni 
vekior ima samo izotropoi icnzo* 7-Xg.*lo je oćevidno. 


ivoisi venoi 


<3*1 ) ck vjvaknl na jc. prcma (4,» ) vlcdcći m sLaum 

ТцХ к ~\Х^ ij. (Г^-ХЈЈ^-О. 

U eksplicitnoj noiaciji: 

(Г и -Х)2', + Г, ) Д' 1 +Г |1 Г Ј - 0. 
Г,ј X, +(Г„ — X) A', + Г„ .V) — 0, 


iblcma 


(542) 


*|Ј Л 1 ' ■ 

Г, »■**! + Г.|А'| + (Г„-Х)А',-*0. 


(5.43) 


Gornji sislcra od iri algcbarvkc lincarnc i homogene jcdnaćinc po ncpoznaiim 
kom,w>oemama »vojsivcnog vekcora X ,, X : , X : možc inmli ncirivijulna rcienja 
jedino ako mu je deicrminania jcdnaka nuli: 


Г„-Х 


г„-х Г„ -0. 
Г„ г„-х 


(5.44) 


Nakon razvijanja ove dcicrminante i sredivanja. dobija sc sledcća kubna jed- 
naćina тл odredivanjc svojstvemh vrcdnosii: t 

X*-S,X J + 5,X-5,-0. У (5.45) 


(5.45) 


gde su S,. S : i S, skalarne invariiante ten/ora 7 definisane icdnaćmama (4.18), 
(4.19) i 14.24) Čmjenicu da su koeficijcnii gornjc kubnc jcdnaćmc invarijante 
ireba posebno isiaći, potto lo znaći da oblik are jednoiine neće savisiii od izbora 
koordinainog sislema u kome smo tenzoru 7 pridru'ili malricu u skludu SA (5 29) 
i (5.30). . 

Jednaćina (5.45) s« zove karakieristićna ili llumilionoiv jcdnaćma za dnii 
lcnzor 7. Kao i svaka kubna jcdnaćina sa rcalnim koeficijcninna. ona možc 
imaii ili sva iri rrienja realna. ili jedno realno. a dva konjugovano-kompcksna. 
Daklc, ona će u svakom slućaju imaii jedno тсаГтГ rrfenjc. Sio znaći da ma 
kakav lenzor mora imaii bar jcdan svojstv ent p rtnac. Naimć. ako to jcdno realno 
rrtcnjc oznaćimo sa X, i uvrsiimo ga u БПб"ЕбЈС dve od iri jcdnaćinc (5.43), 
možemo naći odnose dvcju komponcnaia pripadajučeg svojstvcnog vckiora X, 
prema trcćoj komponenu koja osujc proizvoljna. ij. odrcdiii svojsiveni pravac. 

Za dalju analizu podesno je svojsivcni problcm reSavaii u koordinainom 
sisiemu ćij**e jcdoa osa poklapa sa nađenim svojscvenim pravcem. Ncka 10 
budc x\ - osa.*' Ostak dvc osc možemo irabraii proi/voljno, и/ jedini uslov da 
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ialne meJusobno i na r'i-osu,. kio le iri <ие ohraniju 

MJ - lom ^oordinainom sisicmu je koordJftaini vtiior pndružcn 
-e*,V>. e’i, pa komponenle prve kolone mairice log lenrora pos- 
Jcdnačina (5.44) u lom koordmauiom u««aw ima 


Ifr-*, 7ir Tu 
0 г« -0. 


Гп Г„ - X 


(546) 


i njcnini ntfvijanjem se dobipi: 

^^l(7n - X) (7*i, - X) - f* 7VJ - 0. (5.47) 

I/. ovog oblika karakteruiićne jednačine se vidi da će priroda njcna praosiaU 
dva гЛпја Tjvisili od diskriminanie kvadratnog uinoma po X koji »loji u 
jicdnjoj žagradi. Nakon ncrnamog iređivanja. za ovu drekrimiTUMnrnaUeimo: 

0 - 1Га - 7-i,)* f 4 T'uTu ( 5 <*> 

Лко je П.‘0, prcosula dva rcienja su lakode rtalna. ij. ten /ог ima tri realne 
»vojstvnc vrcdnmn. Ako jc. pak. D< 0 preostala dva retenja su konjugovanc- 
•kompleksna. 

^vojslveai proble« sUaetrteaof leozor«. Dalju diskustju ćemo ogranićil. na 
slufaj k.idu je icn/or čije »vojsivcne vrednosii i svojslvene pravoe iražimo slme- 
intuii. ij. kuda u (5 46) ireba siavili 7 ‘Ј|-Гј,- 0 i Г 2 ј- Г и. palio je laj slu&ij 
njjinicrcsantniji гл pnmcnc u Tuici. U lom slućaju važe sledcda dva stava: 
Knd tlmeiričnih i enzoru su svr ui svojsi*nctrrJ?osti rralne. Naime. 
u lom slućaju /bog simcinjc npir.ic pnuru/ci.c 1П£7и шЛГм rt*-_7jj.lako 
du diskriminanta ,(5.4i) predMavljir sunUi* đva potpuna kvadrau i stoga nc 
mo/c biti ncgaiivna. 

^TTTdvT^o^ 7 « « х, i Х, ojima pr.padajuće 

svojsivcne vektore, imaćemo: 

<7- X, -X, X,, r T X l -\ i X l . 

pa ако poinnoiimo prvu od ovih jcdnadma skalarno м X 2 a drugu sa X, i 
odu/memo ih dobićemo: 

Xj • a ■ х,) - X, . (7 • ХЈ - (X, - ХЈ (X, "хд 

Lcva strana dohijcne jcdnakosti je nula na osnovu relacije (4.47). tako da se 
una svcdi na 


(X,-X 2 ) (X, X,)-0 

Ukoiiko jc >.,#X.. odavde i/lazi Х.-Х^-О, ilo je irebalo pokazati. 

Karaktcrisiična jcdnaćina simetričnog tenzora ima. dakte. ima uvek tri 
realna retenja. u skladu sa stavom ta) Ako su la tri rctenja medusoboo raz- 
ličiia, uvrftavajući u sistan (5.43) redom X-X lt X x . X, možemo odredm tn 
svojstvcna pravca. Oni će. na osnovu stava (b). biti mcdusobno orlogonalm 


‘Л> 


Da ih roo/cmo ureti га ose iednog доуок koordina in og tnjc dru. Ako jcdimčue 
scrtorc- (tj. jcdmićnc_ vcktore novjh osa) ozn^imo^sa^’ , 

itna&mo ‘П^Х.е!, pa prcma (5J9) simetnćnom tcn/oru u lom koordinatnom 
sištemu ino&rao pndru/ui dijagojiilDu mW(jcu: 


Л 0 0 \\ 
o ^ o I. 

o 0 хЈ/ 


(5.49) 


koja na giavnoj dijagonali ima svojstvene vrednosii. U ikludu sa dijadskom 
rcprczcmacijom (4.14) možemo isii tcnzor prika/ati i kao: 

7-X,(c;.e;} + X 2 W.^)fX 2 (ei.ei}- ^Uci.ci} * (5.50) 

(sumaciona konvencija ovde nijc pogodna. jcr sc rndcks po kome se »umira 
pojavijujc tnput). R ch,cii(>mJ_5.5Q) dai jc цу, normalnl (ili л'/о»т) obl.k simci- 
ričnog icnzora. Nalaženjc »voistvcni h provacu šifh cilč nug xb,'T’ 

ЧМШ (519). vco ma "Čttio naziva ~Ji/a/:onaii?aciJa mairice icn/ora. 

PTOđisSuiujroo sad sJučaj kad karakteristična jcdnačina ima vitesiruke 

korenc. Ako posioji jedan Jiostruk korcn, diskriminatna (5.48) koja u ovom 
slučaju dobija, zbog simctnčnosu icnzora, oblik: 

D-(Tu - Гјј) 1 t4 Г?1, 

mora biii jednaka nuli, ij. mora biti 7» - 7*ii i Гц - Г, j -0 1/ (5.47) se 
onda vidi da đvostruki korcn upravo ima vrcdnosi T a odno.no Tii, do /.nači 
da matrica zadanog tenzora posujc dijagon M lna u n,u kom koordmalnom sis- 
ictnu sa X\-osom kolinearnom sa svojtivcnim pravcem koji odgovara jcdno- 
sirukoj svojstvenuj vTednosii, bcz obzira kako sc odaheru osiale dve ose. Kod 
simcinčnog icn/ora, daklc. dvosiruko rcicnjc kar.ikierisliči>c jednačine pred- 
stavlja drgmenianu svojstvenu vrednosi i bilo koja dru \<klora u tavni normal • 
noj na trecl srojstveni pravac mvgu biti uieti ;a seojuvcnc \ cktorc. Poaioji, prcma 
lome. bcskonačno mnogp koordmainih sistcma u kojima će matrica tog tcnzoia 
biti dijagonalna: 

X, 0 o \ 

< 7 - 0 >, o , 

0 0 xj 

i svi se oni dobijaju jcdan iz drugoga rotacijom oko pruvca koji pripadu 
trećoj, nedcgenerisanoj svojstvenoj vrcdnostl. 

Najzad, kada su sva Iri korena karakterisiičnc jcdnučine jcdnaka, njcgova 
mauica je dijagonalna u bilo kom koordinainoa sisicmu, jcr. da bi posiojao 
irosiruki korcn. rdacija (5.47) mora sc svodui na Гн-7а-7м. U tom slu- 
čaju ma koji ptavac u prosloru prcdsuvljaće glavni pravac len/ora. 

Na osnovu izneiog, možemo doncii slcdeći zakljućak. Za sruki sinietrićni 
tenzor У sc moie noći prarougli koordinatni sisicm sa jeJmk'nim vckiorinia koordi- 
natnih osa e,*, е/, е/, takar da u tom sistemu tenzor bm/e prrdsiavljcn suntom 
triju dijada (5.50), odnosno Jijagonulnom matricom sa srojsncnim \rednosim\a na 
glavnpj JijagonaU. Ako su sva iri retenja karakicrističnc jednaćine razlićita, 
izbor jediničnih vckiora е/. e 2 *. е/ jc jcdnoztoćan i oni se poklap^ju sa svojsive- 


91 


nim pravcima tcnzora 7. Ako, pak, Uraktcrislifina jednačina ima i vilcstruke 
(dvosuuki lli trosiruki) korenc. ovaj izbor nije Jtdnoznaćtm. U slučaju dvostrukog 
korena. raogu se za koordinantoc ose uzeti bilo koja dva uzajamoo normaloa 
pravca koja Itfc u ravni normalooj na iredi glavni pravac, pridružcn prcosu- 
lom (jcdnostrukom) rešcnju. Kad se radi o irosirukom korenu, mogu se za 
pisanje tcnzora u glavnom obliku uzcii bilo koja Iri uzajamno onogonalna 
pravca za koordmamc osc. 

Kod primcna u Tcorijskoj fizici od vclikc važoosli jc slcdcći »Uv: dns 
stmeirićna tenzora komuiiraju samo ako Im se svojsiveni pnrrcl poklapaju. Zaisu. 
ako oba lcnzora inuju zajcdniCkc svojsivene pravce onda sc oba mogu, u iUom 
koordinatnom sisicmu, prikazati dijagonatnim matricama. To će biti moguće 
u onom koordinatnom sisicmu Ćijc se osc poklapaju sa zajcdnićkim svojstvcnim 
pravcimu. Mcduiim, dvc dijagonalnc raatricc sigurno komuiiraju. Dakk, ako 
imaju zajcdnićkc svojsivenc pravcc. dva siincirićna lcnzora koroutiraju (uslov iz 
gornjeg siuva jc dovo'jan). S drugc tiranc, ako posmatrana dva lcnzora komu- 
liruju, onda ćc u koordinatnom sistcmu ćijc sc osc poklapaju sa svojstvcmm 
pravcimu jcdnog od njih taj biii prcdsiavijca dijagonalnom mairicura, dok U 
drugi bili prcdsiavljcn ncdijagonalnom simelnćnom matrkom. Mcdulim. mjc 
teSko ncposrcdnim matnćnim množcnjcm proveriii da ako dvc maince komuu- 
ruju, л jcdna jc dijagonaliu, onda i druga nu /ло mora bili dijagonaliu. Dru- 
giin rcćima, izabrunc koordinatnc ose moraju biii svojstvcni pravci i drugog 
tcn/ora (uslov I/ gornjeg siava jc potreban). S druge siranc, proi/vod dve 
dijugorialnc matncc je takode dijagooalnu IMUnca, iz ćega proizilazi daproizvod 
d>a simeirh’na tenzora koji komutiraju Ima isie glarne pravce kao I teruorhmnožiieJji. 


Normalni obllk proizvoljnog leuora. Za lcnzor koji nijc simcinćan nc 
posloji niogućnosi du sc formuliiu btlo kakvj oplii zakJjućci o broju realoih 
4\ojsivcnih vrcdnovli ili o u/ajamnom odnosu svojsivcmh pravaca koji im odgo- 
varaju. Vilesirukim reienjima karaklcnsiićnc jcdnaćinc ne mora odgovarali, kao 
kod smietrićmh len/ora, dcgenerucija svojslvcnih pravaca. To se lcpo vidi na 
pruncru len/nru 

2 I 0 


// 


0 0-2 

0 -I I 


navcdcnog nu poćctku ovog odcljka. Njcgova karakterisiična jcdnaćina ima 
icšcnja X, — — 1 i X,.,-2, ij. ima dvosiruki koren. Mcdulim, ta svojslvena 
vrednost nijc dcgcnerisana, jer joj odgovara satno jcdan svojstvem pravac. Zaisu, 
uko pokušamn odrediti koeficijenie e, (J i у iz udova: 




dobićcmo p 0, у 0. a proizvoljno. (j. svojsivcni vekiori mogu kžati samo na 
.V,-osi. (K.ida bi sc analogi postupak pnmcnio kod simctrićnog icuzora čija je 
dvosiruka svojsivcna vrcdnost nuđcna. konstaiovalo bi sc da dm kocficijcnu 
osuju proizvoljna). 

Ma kakav lenzor 'J možc se svcsti na glavni (normalni) oblik, analog 
(5.50). U lom cilju uoćimo da čc proizvod 'J* -Ч biti simcirićan tcnzoru, bcz 
ob/ira kakav jc lcnzor J. To skdi iz jcdnaćinc (4.48). Kao i svaki drugi 


1 


i 

i 


I 


simetrićni tenzor, i ГЈ* -ГЈ ima iri uzajamno normalna svojsivcna provca i možc 
se, prcma (5.50), prikazati kao: 

*7* • CT -* p, {*i • *i) + Иј {*з . *j) 4 » ( 5 - 51 > 

gđfm *'(,&.$ jedinićni vektori njcgovih svojsivcoih pravaca. a Hj njc- 
gove svojstvenc vrcdnosii. U koordinainom sistcmu odrcdcnom gornjim jedmi- 
ćnim vcklorima. tenzor 7 se možc prcdstaviti kao: 

7 - (Т; . e,> 4 {Ti. e^ + [Г>. t\) - {Т; . e’*} . (5.52) 

u skladu sa (4.14). Po dcfiniciji konjugovanog tcnzora (4.27) onda je 

7* -{e,,Ti} 4 {ej.T,} 4 {tj.T,} -{e*,T»}, 

uko da dircktnim množenjem ova dva lenzora ualazimo: 

7* 7- (T', • T’.) (e', . e',} 4 (T', Ti) (e', . t\) 4 (T’, • T \) {e’, . ei) 4 

+ (T\ T',){t\.t\) 4 flj-T^ {ej, e,} 4(T,-T>){ej.e,} 4 

4 (Ti-T',){e',,e',} 4fr;-T,){e’j, ei) 4(Т'|-Т'0{*',. *,}. 

Ovaj rezulUl ircba da budc idcnnćan sa (5.51), pa uporcdivanjcm nula/imo da 
koordioatni vekiori Т*,. Tj, T, lenzora 7 moraju zadovoljuvuti uslove: 

Ti-Ti-p,, Т**ТЈ-Ц,» ТгТј-јц. 

т ;.т;-т;.т;=т;.т;-о, 

tj. moraju bili uzajarano oriogonalni O/naćimo li njiho\« jcdiničnc \ckiorc su 
*'„t*.t } , možcmo (5.52) prcpisaii u obliku: 

7->?7{/.У|)4К^{*аЛ ♦ l / S*{«»A)- ( 5 - 53 ) 

Ta jc normalni ( ili glami) obiik bilo kakvog lenzora. Kuo šio \e vidi, za pro- 
izvoljan lcnzor 7 *e mogu naći dva prtvougla irijcdra jedinićmh vekiora, 
i tl,*;. e'i. pomoću kojih sc icnzor možc prikuzaii u obliku sumc 
triju dijada (5.53). 

Prvi od ovih tnjcdara ćioc svojsivcni pra\ci simetnćnog icnzora 7* 7 
i nalazr sc rcšavanjem njcgovog svojstvcnog proNema, a drugi trijcdar ćinc 
pravci koordioatnih vckiora icn/on, 7 u »isicmu svojsivcmh pruvuca lcnzora 
7». 7. Kod simdrićnih tenzora sc ova d\a pravougla trijcdra poklapaiu. 


5.4. AFINE TRANSFOHMACUE 

SU U dosad^njemizJaganiu tcQWlt_.sflui shvalili 

koji datvm vektonTT^pridružu ju drugi vektor ТГ^2/-Л , Tl _ 

Utterh* TakSV'jPTna рПти.ТИв ilućaj Тл gustinom struje j i_ clcktnfinim po- 
IjcmTT u Ohm-ovom zakonu razrootrenom na poČclku Glavc 4 Mcdutim^ icn- 
хог se moic shvaliti i.kao opcraior koji oplsuje jedn ^raniJornMcii u^ prosiora.. 
ij. svakom vektoru položaja r u koordinalnom sisicmu .\ jVTid/uZuje veklor 
položaja f =U'* u drugom koordinatnom sistcmu S'. Takve transformaojc, pri 
kojima izmcdu oovih i starih koordinata postoji zav, s nosi oblika opšic Imear- 
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nc funkojc, n aovaiu sc afine. Su>ga sc (cozon. osobi(Q_u _n mcmaiiaoi 1ЦС ШШ«. 
naTtvaiu уоГГаЛпипТ ^а pnmcr.afina iransfortnacija kojU optsujc oeki vtnof (o<k- 
l>.ik 4.4) je rotaoja koordinamog sistema oko ose odrcdcnc njcgovom vrkiorikom 
mvarijantom /а ugao odrcdcn njcgovim tragom (v. zad. 4.8). 

^ saiu ^ уч 1 n п r 

- A^p^ ćcrnu°icn/or 'J' zavisi od 'J i ^N^^^ovu'vezu^^ ' ^ 
Zbog A ' — // • A i B' -// B. kao i zbog nesingularnosli lcnzora //, iroamo 
A -Ц~ х A' i Prcma lomc. relacija B-C7-A se prepisuje kao 

//■• B' -C7 •(//"' A')-C7 •//“•) A', 
pa ako pnmcmmo lcnzor // s leva nala/imo ckspliciino: 

B'-// I(7 //- , ) A')-(// C7 //-') A*. 

Uporcdivanjem sa В-^А' o dg aw f a u l a i i . to jnji rc/uliat: 

\7'-U •riT'j < 5 *) 

koji dujc način za iransformacijuKlliina PTTafinoj transformacni koordinaia 
pomoću lc iizo ru //. Ramje nudcna formula (4.10) za iraniformaciju komponc- 
naia tcn/ora pri rouciji koordinainog sisiema jc apccijalan slućaj gornjc op4ic 
rđaujc. Nuunc, roiaeija koordinainog sisicma je afma iransforraacija pamoću 
vcrroru sa mairičnim clcmcniima а |у . koji па osnovu (4.53) zadovoljavaju uslov 
a ./” e /i~ 1 ' l* f cma tomc, mairični clcmcnii iransformisanog tcn/ora ćc bili: 

«7% - <//).. <7)uUT% " »u = «.4 7)u. 


šio sc podudiirn su (4.10). 


/. Л D A C I 

5.1. I)oka/uti da jc mutrifno množenjc asocijaiivno. 

5.2. Daic su iri mntrice: 





Nat'i svc mogućc proi/vode A, Л, (ukljućujući i i—J) i poka/an da sc 
гс /uliali mogu i/ra/iii pomcću A t , А г , A } i jedinićne matricc /. 


5.3. Лко malricc A i B komuiiraju i Л jc dijagonalna mairica sa mcđusobno 
ru/lićiiim clcmcniima na glavnoj dijagonali. onda i B mora^bm dijago- 
nalna malricu. Dokazaii. 


54. Ako proi/vod dve ncsingularnc kvadralnc matrice istog rcda dajc jcdinićnu 
mairicu, onc komunraju. Doka/aii. 
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5.5. Daic su raatricc: 


’H°i :)■ 'o')- °‘X -?) 


(Izv. Pauli-jcve spinske mairicc). Pokarati da /a njih va/c sledcći odnosi: 

(•) <*?-A 

(b) а. + o y o, - 2 /. 

(c) a t Oj-ie k . ako indeksi i.j.k obrazuju ciklićnu pcrmutac.ju od I, 

2. 3. 

5.6. Za ncsmguiarnu malncu Л ncka važi rdacija AA-l. Pokazaii da: 

(a) simcirićnosi ovc raairicc povlaći /a sobom i njenu oriogonalnosi, 

(b) ortogonalnosi auiomaiski povlaći гл sobom i simdrićnosi. 

5.7. Pokazaii da i» bik) kakve dvc mairice A i B va/i (AB)-BA i (4fl)"‘- 
-B x A~ l (upor. sa (4.38) i (4.45)) i na osnovu loga piuvcriii da jc 
pnu/vod dve oriogonalnc mairice uvck onogonalna nialrica. 

5.8. Nrka je A bilo kakva (nc nuino kvadratna) matrica. Pokazali da su 
proi/vodi AA i AA sjmeininr mairicc. Ako sumu dijagonalnih clcmcnata 
kvadrame maincc na/ovcroo (po analogiji sa icn/oiiinu) njcnim Iragotu, 

pokazaii da je ir(AA)-tr (АЛ). 

5.9. Pokazaii da mairica 

A /Sin 0 cos 9 ain 0 sin 9 cosOv 
\ - sin 9 со $9 0 / 

radovoljava rdaciju Лл-Ј гш bilo kakve vrcdnosti uglova 0 i 9 . i du 
je ЛА uvck idempotcnina ali nc jedinićna mairica. 

5.19. Dukauii Uv. Jucvbl-jrv ukniliet n komuiaiore: 

[A. ( B . q| + [B. [C. Л ]) + [C [A. B\\ - 0. 

5.Ц. Ako sc bik» koja kvadraina mairica T rasinvi na sinietrićni i untisime- 
trićni dco (Г-5 + 4). komutaior mairica S i A jc uvek simeinćna. a 
aniikomuuior aniisimcinćna matrica. Doku/aii. 

5.12. Data je kvudratna malrica 

-в ■ 

Rdiii njcn svojsivcni probkm, ij. odrcdili kocficijcni ). i maincu Л iu- 
ko da buđe А-Х-ХХ. Pri lom u/cii da jc mauica X (a) lipa 3 х I (mn- 
inca-kolona). (b) lipa 3x2, (c) tipa 3 ч 4. 

Napomena : Dco zadaika pod (аЦје ckvivalcnian svojsivcnom problcmu 
icn/ora ćija je matrica A. 

5.13. Ncka ie B linearna vckiorska funkcija vckiora A. dcfinisana relacijama: 

(a) B = • х (b х A). 

(b) B - 1 (* х k) • (A >- b)J a. 

(c) B - (• х k) х (A х b). 
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Njći u svu iri slu&ija oblik >сп?огј 7 (B-'T-AJ koji im odgovarj, 
u/iniiijući da su a i b pornaii vckiori. K*»kav i^lov moraju ovi veklori 
ispunjavali da bi lcn?or r J bio simcirićan? 

5.14. Kakvc vckiore pridružujc tcnzor 

( 2 l 0 
1 3 0 
03 2 

vektonma T, Tj *, Т^" 1 rociproćnos trijcdra njcgu'ih koordinatnih 
\ektora? 


5.15. Odrediti icnzor '■( na osnovu jcdnaćinc 'J-zL -Ц. alo je: 

/014 ( 4 3 IJ 

(aj 7- 12 0 . //- -I 2 -ll ; 

1-13-2 I 0 0 2) 


U I 

(a) 7- » 2 

i|. 

(-1 3 


/3 8 

1 

(b> 7- 6 5 

•* . 

|o -II 

6 

2 - 


<с> 7- - 7 

2 - 

-II 

6 - 


1 3 8 -| (225 

(b> 7-U 5 4. //- -7 -2 17 ; 

(0 -II 6 1^-11 -6 7 

2-2 5 j I 4 5 \ 

Cc> 7.-7 2 — 1 [ //« 0 — I 2 

-II 6 -II J. 0 3 -3 I 

5.16. Naći svoj»i\cnc \v«dnoMi i uojilune vckiorc ca s'cdcćc fcimctrićnc ten- 
?orc dau* u mairićnom obliku: 


1 

0 

1 


1 

1 

0 




<b) 0 

1 

0 

(b) 

1 

0 

1 




1 

0 

1 . 


0 

1 

1 . 




2 

0 

0 


0 

1 

0 1 

I 1 

\'Г 

0 i 

(C) 0 

1 

1 

<d) 

1 

0 

1 

(e) | r 8 

1 

Ki 

0 

1 

1 


0 

1 

o). 

{ o 

l '8 

1 J. 


5.17. Naći svojst\cnc >icdnu»ti i glavnc prj\cv ar.tikomutatorj tcn?ora (b) i 
(d) U prcthodnog radjtLa. 

5.18. Linc.irna \cklorska funl.cija ima oblik 

B хЛ t р(л qiT4lA p). 

gdc jc х dati \KaLir. a p i q daii \ckiori iiji su intcn/iieii jrdnuki. Na- 
ći svojsivcnc vicdncrsti i »vojcivcuc pra\cc icnzora U-j« dcfir.iše ovu Imc- 
urnu \ckiorsLu fuukciju. 

5. IV. M..*že li sc odrcđm J.uLar х Ukc da simctrićni icnzor 

I х 2 
7- X з 0 
, 2 0-1 
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icia jcdnu svojst\enu \rcdnovt jcilnaku nj.*go\oj рг*ч.ј »kabrm-j m\uri- 
janti? U potvrdnom tlu&iju naći prcostalc dvc »vojslvcnc vrednosti i s\a 
tri svujkiveca pravca tog tcnzora. 

5.20. Pokazaii da za s\aki simctrićni tcuzor važi jcdnačma: 

- f J l -S l f J i -S l 'J + S&. 

gde tu S„ S u S t skalarnc invarijantc U»g tcnzora a g jc jcdmični tenror 
(tzv. Сзу\еу- ('anulton-ova lcorema). 

5.21. Oilrcditi tcnzor 7 a jcdnačinc 

a 0 0 
9?- o ? 0 
0 0 Y 

gdc su з, p i у ncncgativni vkalari. 

5.22. Nepovedno provcriti da vckiorskj invurijanta Q unitamog lenzorn 
prcdstavlja jedan njegov sv4)jstvcni vcktor. Koliku jc odgtivnrajuća »vojs- 
tvcna vrcdnost? 

5.23. Svaki lcnzor sc može prikazati kao proizvod jcdnog simctričnog tcnzora 
i jcdnog \eizora ilt, ohrouto, jednog vcrzora i jcdnog simciričnog tenzoia. 
Dokazaii. Kakav zaključak odavdc slcdi u poglcdu mogučc prirode bilo 
lukvr afmc inmsformacije? 

5.24. Pokaati da prva i tieća skalarna imnrgaiiia tcnzota ostaju invurijante 
i pri hib kakvoj al'iuoj iransforuuciji. Da li uvo važii гл drugu skalurnu 
invarijantu? 

5.25. Da li simctrićan tcnzor oslajc simctričan pri ma kakvoj afinoj irunsfbr- 
maciji? A antisnnclričan tenzor? 

5.26. Sta sc dobija ako \e obrazujc proi.rvod dva vckloru Utko da se prvi pri- 
kažckao matncj-b>lona. a d ■ nv i као malrica-vrsia, pa sc pnmcni malnćno 
mno/cnjc? (Uporcdiii sa jcdnačinom (5.28;. koja dnje skalnrni proizvod). 




7 
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OPSTI TENZORSKI RACUN I RIEMANNOVA 

GEOMETRIJA 


! 




6. TENZORSKA ALGEBRA 
U ZAKON THANSfORMACUE ' у' 

Afini protior. Da bi se fiziCki nkoni mogli furmulisaii u obliku koji je 
iovarijinun prcou irnnsformacijama koordmaia, mora *c uvesii maicmatićki 
aparai lcoji operitc veliCinama dcfiniiamm umuti zakonum transformudja. 
Ovim pulcm itlovrcmcno ve vrli kako gcncrali7acija do sada numotrcne icurijc 
vckiora i tcnror* u irodimcn/ionom Euklidovom prosloru lako i gcncrdliucija 
tamog pojma prottora 

Takav malematički aparal pruia nam tenzorski račun. м čijim elcmcnnma 
ćemo 4c ovdc upomaii i koji ima povcban zna6<j u looriji rdalivnoMi. Г*п ton>c 
vc obićno i&kljućivo korivli koorJinatni metod, ij. fcvc posmuiranc vclićinc sc 
prikazuju odgovarajućim akupovinu brojcva ili funkcija u odnosu nu izabruni 
aiilcm koordinaia. 

Pu arulogiji sa pojmom laćkc u irodimcnzionom Euklidovom profttoni, 
ma kakav ureJen skup brojera 

х-(д'.х Ј , ... ,*Г) (6.1) 

naziva к laćka. a vame vdićine xf koordinaie lačkc. pri čcmu »mo po konven- 
ciji upoirebili goinjc indekic. Skup ivih uko definisunih ućaka naziva sc 
a/ini mJimenziom prosioe. koji u opitcm ilućaju i ne moni bili mdnčki. Pri 
lome к pod mclrićkim provlorora podra/umcva ргоиог u komc jc dcfiniaun 
pojam rastojanja, o čcmu ćc bili viic rcći u slcdcćcm odcljku. 

Llaije I povrlL Ako Zdimo da uobičajcnc gcomdnjskc pojmovc iz Irodi- 
mcnrionog Euldidovog prusiora gcncraliicmo na n-dimcnziom prosior, moramo 
poći od toga da ovi pojmovi lada gube svaku oćiglcdnu prcdMuvu i lck dcfini- 
cijom dobijaju »voj »miiao. Pri lomc jc najpogodmjc dcfimuli ih inrarjantnlm 
analiiićktm izrasima koji prednuvljaju generalizacije odgovarajućih iznza iz 
irodimcnzionog Euklidovog provtora, kao iio smo vcć uradili sa pojmom lačkc. 
Timc pdMižeroo da uobićajcni gcomcirijski pojmovi osiaju specijalni »lufiajevi 
lih opitijih pojmova, a gcometrijiki jczik к proiirujc i na apsiraktno pojmove 
ovih provtora. \ 

Posmalrajmo slufiaj kad su s\c koordinaie izvesnc funkcijc od hi para- 

metara t k 

— х* (/, , G • • • • , O • ( 6 * 2 ) 

Svakom skupu vrcdnosii paramcira t t odgovara jcdna lačka (л‘, x l , . . . x“), 
a skup tako defmiscnih itćaka /а svc vrednosii ovih paramciara na/iva к 
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varjeiei od m Jimenzija. Za m « 1 vanjctct se naziva /w/a, а m - 2 poni. г 
га m — n— I hiperpovi. U poslednjem slućdju molemo u n jednaćin* (6.2) di- 
mmisati n-\ paramctara i k , ćime dob.jamo jednaćinu hiperpovrii oblika 

j /(**.** x-)-0. (6.3) 

. /Transfonnacija koordinata. Neka su (x\ x\ ... , **) i (?. ? X“) 

koordinate iste taćke u dva razna sittema i neka izmedu njih postoje reiacije 

5*-P (*•.*», (/-1.2 ii). (6.4) 

Preipostavimo da su ove funkcije svuJa defirencijabilne i da se mogu reJili po 
siarim koordinaiama 

x i -x , (x l . х 1 ,... ,5"). (6.5) 

Da bi ova inverzija bila moguća, njihov jakobijan ne sme bili idcnt'ićki jed- 
nak nuli 

D-|g *0. (6.6) 

Takve rclacijc (6.4). koje moraju biti untpred date. deTiniiu iram/ormocije 
koordinata iz jcdnog sistcma u drugi. »Cao najvalmje, navtdimo Плеагпе tranj- 
formaclfe 

F-2^x*+*. (6.7) 

»-i 

Radi konciznijcg pisanja obićno su uvodi uv. Euuian-o*a kotnencija o 
sumlranju : u svakom iirasu gde se Isll indeks pajtrdjuje dva puia I io jednom 
kao gornjl, a jtdnom kao donjl. podrazumeva se saniranje po lom indeksu. Pri 
tomc Ćemo u izvodima oMika даЧдх* indcks k smatrati donjim. Ovo je gcne- 
rahzacija lumaciooc konveocijc uvedeoe u Glavi I, gde se sumiralo uvek po 
ponovljcnim mdcksima. Tada sc navvdeoe lincarne transformacij« raogu napi- 

sati u obliku 

odaklc sc i vidi zalto smo lako oznaćili mdekse koeficijenata oi. 

Velićinc radičite prirode se razlifiito ponaiaju prcma nekoj transformaciji 
koordmata npa (6.4). kao na pr. veklori i tenzon u klasićnoj teonji prcrna 
rotnciji koordinatnih osa. U tcorijskoj fizici je od povebnog intercsa ispiUti 
kako че pri nckim odredcnim transformacijama translormiiu posmatrane vdi- 
fiine i na totne se mole zaanivali klasi/ikaclja svih fuiikA rchćina prema zakom 
iransformacije. Meduiim, treba napomenuti da ovakva kJasifikac. ja bitno zavm 
od Izahranog zakona inmsformacije koordinaia i o karakteru fizifikih osobma ne 
može sc ni govoriti dok se ne precizira ovaj zakon transformacije, ito pred- 
siavlja osnovnu razliku izmedu opitcg tenzorskog rafiuna i klaućne teorije vek- 
tora i tcn/ora. 

PrUneri. U slufiaju translacije sistcma veze izmcdu koordinata u oba sis- 
tema bific 

x*-x* + H. (6.9) 
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gde su ć koordinate novog koordmatnog pofictka. Kao drugi primer navcdimo 
rotaciju sisicma, kad se koordinate transformiiu prema obrascu (1.5), koji 
prema Einsicm-ovoj kovenciji možemo napisati u obliku 


gde su koeficijenii ai kosinusi pravaca novih koordinatnih osa. Najzad, u sJu- 
fiaju izmenc orijeniacije osa imaćcmo tzv. oglcdanje koordinala (1.35) 


F--x* 


(6.И) 


Medulim, dok se u odnosu na prvc dve transformacije svi vektori u 
klasičnoj teoriji ponalaju na isti nafiin. u odnosu na ovu poslcdnju ispoljava 
se jcdnj bitna nulika izmedu pravih rektora i pscudovektora: prvi pri lomc 
mcnjaju znak, dok ga drugi oe mcnjaju. 

A2. SKALAKI I VEKTORI 

Skalarl Ш lavarijaatr. Neka je Ф ma kakva funkcija koordinata х 1 , pa 
oznafiimo sa Ф funkciju koja sc dobija iz nje transformacijom koordinata (6.4) 

Ф — Ф [х* (х* , *■(*', *■)!. 

gde su х'(?,...,?^ inverzne transformacije koordinaia (6.5). Akoje u svakoj 
tafiki prottora 

Ф (J». J*. . . . ,Ј") - Ф (x\ х 1 х"). (6.12) 

lj. ako vrednost ove funkcje prl iransformaciji koordinala u svakoj laćkl ostaje 
nepromctfcna, ona se naziva skaJar ili invarljanla. Ukohko se i oblik funkcije 
oe mcnja, takva funkcija naziva se apsohnna tnvarjama. 

Kao primcr navedimo kvadrat rastojanja ma koje tafikc od koordinat- 
nog pofietka 

r*-(Jr*j»+<x*j>+<x«>\ 

Ako и izvrii rotacija koordinalnjh osa, ova vdifiina fic u svakoj tafiki ottali 
nepromcnjcna 

V - (1 1 r + (!*)* + (X »)* - r *. (6.13) 

te r* zadovoljava gornji ualov (6.12) i predsuvlja apsolutnu invarijaniu. Među- 
lim, na pr. zbir kvadrata (ж^+^х*)* nefie osuii invarijanun, osim pri speci- 
jainim rotacijama oko Х,-ож. te prema gomjoj dcfmiciji to nijc skalar. 

Napomcnimo joi da iroa velifiina kojc pri Inmsformaciji koordinata samo 
menjaju znak 


Ф(х*. F..-..F)- -Ф(х\ х* z-) 


(6. 14) 


Takve vdifiinc nazivaju sc pseudoskaiari , a Lao primer navcdimo zaprcminu 
paraldepipodi konstruisanog nad pravim vekzbrima 

К.А(ВкС) 

• iransformaciju ogledanja koordinata. Pri toroc ćc svi vekiori. pa prema tome 
i zipicmioa promcoiti znak, u saglasnosii sa uslovom (6.14). 
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KoBtriTarijaaai i kovarijaotal vcktari. Posmatnjroo ud skup od и udi 
čina A(i), gde indcks / iuima svc vrcdnosii od I do n. Ako se ove udićioi 
pri iransformnciji koordinata (6.4) transformiiu prcma такони 


- • дх‘ 

a <!)-2jz a № 


(6.15) 


lakav skup Л (0 naziva sc komravarijantan vektor i oznaćava se fornjiro iodck- 
sima Л 1 . Dekk, koniravarijanian veklor je deTmisan zakonom iransformacijc 


jJJLsk 


(6.16) 


pri deinu sc prcmu Einsicm-ovoj konvcnciji podrazumeva sumiraoje po indcksu k 
Ovdc su kocl'icijcuii d^/c>jr* odraicoi akonora iransformacija koordioata (6.4), 
koji mora biii unaprcd dai. 

U slućaju linrarnih iransformacija (6.8) bićc 

дх * , 


pa gornji zakon dobija prosiiji obiik 

A'-alA' 


<617) 


Poredenjem sv obrasccm (1.14) vidimo da u odnosu na rotociju ose veklori u 
trodimenilonom EukliJofom prostoru predstarijoju spedjahm stućaj kontravarijantnih 
vvktora. Mcdutim, pri iransformaciji imaćcmo dP/dX* - - 8», pa 

prcma ( 6 . 16 ) bide 

«1 - 4 * - 4 '. ( 6 . 16 ) 

luko da u odnosu nu oglcdunje koordinaia saroo pravi vekion prcdsuvljaju 
koninivarijunme vektorc. 

Лко, pak. imamo n velićina Л, koje se iransforroiiu prrma лакоои 




(6.19) 


ovaj skup A, imziva sc kvranjantan rektor i oznaćava se donjim indcksima. 
Podvucimo ovde da izvcstan skup od п vdićina predsiavlja vektor u smislu 
icn/orske algebre samo ako se ove veJićine iransformilu po jcdnom od gornjih 
zukona, u prolivnom to nije vekUir. 

Primcri. Posmairuimo najprc skup difercncijala koordmala dxf. Po4to je 
prcma obrascu za toulni difcrcncijal 




( 6 - 20 ) 


porcdcnjcm sa (6.16) vidimo da se ovc vdićioe transformifu upravo po zakonu 
koniravarijantnib vektora, ij. skup dx‘ je kontrararljantan vektor. 
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Kao drugi primer uzmimo skup parcijalmh izvoda skalara po koordina- 
».m. дФЈдх 1 . Prema obrascu za posredno difercnciranje funkcija imarao 


дФ оф аФ д* 
дх 1 дх 1 дл‘ 

дФ _ дх* дФ 

tf’l? дх*' 


( 6 . 21 ) 


odakle prema (6.19) možeroo zakljućiii da je skup дФЈдх Ј kovarijantan vektor. 

Navedimo joi izvod ma kog koniravarijanmog vcktora po nekom skalaru 
I, tj. skup dA'jdt. Ako obrazac (6.15) difcrcnciramo po t, dobićcmo 

dW d!dx'\ 
dt дх* dt 

tj • & т *£-**+**4£, (6.22) 

dt дх^дх 1 dt dx* dt 

odakk sfcdi da skup dAfdt u opitcm siućoju nje vektor. Međulim, aio su 
iranslormacijc l.ncarnc. prvi ćian oipada. pa na osnovu (6.19, rakljućujcmo da 
У oJnau na linearne transfoemacje skup dA'/dt predstavija когагЦанНт vektor. 


fcj. TKNZORhKL VEUČINE 

Kuoiravarijaoiai, korarijBatBi * Briorill trnzari. Uoćimo sad skup od n' vdičina 
Л(1.Ј) gde todeksi i i ј idu od I do n. Ako se ove veličinc pri transjormaciji 
koordinaia ( 6 . 4 ) iramformiiu prrma zakonu 




(6.23) 


lakav skup A(I.J) naziva sc kontrmarjantnl tenzor i ornačava se gornjim indck- 
sima Л и . Dakk. koniravanjanun tcnzor je dcTinitan /akonom transTormacije 


a u ***L**La“. 


(6-24) 


дх* dsf 

pri čerou se ргегоа Einstem-ovoj konvencijl podra/umcva sumiranjc po indck- 
sima k i /. 

Za linearne transformacijc (6.8) imaćemo 

д*' j д *' -i 


i*-4. 

дх* 


-ai . 


pa se gomji zakon svodi na 


Л и ^а' к а{л и . 


(6.25) 


Poredcnjcro sa obrascem (4.10) zaključujcmo da u odnosu na rotuciju osa tenzori 
u trodimenzkmom EukUdovom prvsloru predstavljuju specijalan shčaj kontravarijan- 
tnih teruora. 


Ako, pak. zakon transformacijc ima oblik 

I дхЛ дх, л 

л,,т && ЛА - 


(6.26) 
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skup А ц naiiva sc ko\-arijanian itnzor, a ако je 

ji аг д * a 


(6-27) 


skup Л\ prcđsiavljaćc meSotUi laaor (i 10 jcdonpui koniravanjmnian i jodanpul 
kovarijanun). Pri lomc jc kovarijanun lcnzor oznaćava donjira indeksima, a 
metovili jcdnim gornjim i jednim donjim, kao Sto jc п а /п аЛ то . Naglojimo da 
inućc skup od /г 1 velićina, ukoliko nc zadovoljava mjcdan od navodcnih zakooa, 
ne prcdstavlja uopSlc lenzor. 

Za karakler ponnairamh velićina od naroćitog jc znaćaja bcoj I raspored 
indeksa, pri ćemu se broj mdeke naziva red ili rang i enzora. Sa tog sunovi- 
Ma su skalari icnzon nultog rcda, vekiori prvog, a gore navcdcni icnzori 
drugog rcda. Primenmo joi ovdc da u ovim navodcnim obrascima indeku i u 
criu sdesne sirane siojl na Ulim техНта igore lll dole) kao I sa lere. 

Primcri. Posmairajmo skup pro'uvoda dva kontravarijantna vcklora Oni 
su odrcdcni zakonom iransformacijc (6.16) 


oludu slcdi 


»-">■ 
31 *-%%'•■ 


(6.2S) 


pa porcđenjcm sa (6.24) vidirao da je skup kontra*ar\jantan laaoe. 

Proućimo sad Kronecker-ov simbol jednak jcdiaici za i-J, 
ako je l+J. Pollo jc 

- дх* dV дх* 

lfu » "Ју "5755* 

a desna sirana može se nnpisaii u obliku 

дх 1 д* дх' дх 1 t 

“l»/i |i џ 

дх*дх' дх* дх' * 

gdc se podra/umcvu sumiranje po indcksima k i /, dobijamo 

f дх 1 дх? t 


(6.29) 


Uporcdivanjcm sa (6.27) zakljućujcmo do Kronecker-o* stmbol ^ џ-Л preduarija 
meSoviii lenzor drugog reda lipa ŠJ i lo je gcoeralizacija Kioneckcr-ovog simbola 
(I 8). uvedcnog u GUvi L Mogu sc formalno uvcsii i simboli 8« i sa dv« 
konlra odnosno kovarijanina indcksa, ali oni ncmaju lcnzorski karaktcr. 

Ispilajmo joŠ kako se trsnsformišu komponauc skupa parcijalnih izvoda 
дЛЈд хК Ovdc prema zakoau (6.19) imamo 

i -гГл- 
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ра diferenciranjem po x‘ dobijamo 


дх> дх>\дх , Ј * 


дх*дА к 

+ dVdV 


д* дх^дх>дЛ к 
дх‘дх> Лк+ дх‘ дх> г)У' 


(6.30) 


odakie zakljućujemo da skup дЛЈдх> u opiiem sbjćaju nlje lenzor. Mcđulim, ako 
su transformacije lineamc, prvi ćlan oipada, pa na osoovu (6.27) proizilazi da 
u slućaju Hnearnih iransfoemacija skup dA,/dx> predsiavlja korarijanian lenzor. 


Teazori višeg reda. Neposrednom gcnerulizacijom navcdenih zakona irans- 
formacija mogu se uvcsii i imzorl riSeg reda. Tako se icnzor “ nama- 
ćenim nuporcdom indcksa dcfmiW zakonom iransforinacijc 


Л >>~* дх*> 


дх*~ дх > » 
dx*- дх>* 


(6.31) 


gdc sc prtftta Einstein-ovoj konvenciji podrazumeva sumiranje po tvim ponov- 
Ijenim indcksima. Za lakav lenzor sc ka?c du jc m рШо komravarijanian i n 
puia korarijantan. Na primer, prcma obrascima (6.16) i (6.24) imu6:nu> 


- dx‘dx>dV 


(6.32) 


te je skup Л" B k lenzor irećrg rtda dva puta konira i jedanput kovanjaman.* 


Simetrićal I aatLsimclrićai leazori. Za oeki icnzor sc kaie da jc simeirićan 
u odnoru na dva mdeksa ako njegove koroponcnie osianu nepromenjene posle 
ахтилс ovih mdeksa. pod uslovom da su oba indeksa koniravanjantna ili ko- 
varijanlM.Naprimerakojc^£-/<£. ovaj tcnzor je limcirićan u odnosu na 
mdcksc I i J S druge sirane. za ncki tcnzor kažemo da jc aniisimeinćan u 
odnosu na Jra Indrksa, pod gore navcdcmm uslovom, ako njcgove komponente 


promcoe znak posle izmene ovih mdeksa. na pr. ako je A^ « - A*. Ako je 
icnzor siroctrićao ili aniitimcirićan u odnosu na bilo kuja dva kootravanjanlna 
i kovanjanina mdcksa, naziva sc apsoluino slmeirlćan odnosno aniisimeirićan. 

Pokažimo sad da osobina simeirijt ili aniisimeirlje nekog leniora pri rrw 
kakroj transformoclji koordinaia osiaje oćurana. Uzmimo na pr. icnzor upa Л v 
i prtipostaviroo da u prosloru sa koordinaiama X* vaii 

АЧ-Л*. 


• U opiicra lemookom |аСш je mopiC i dni*i pnlaz. ukoliko к radi o lincanum 
I HMfa —dj— koordioata. шмулг na lirvcamoj al*cbri. U lom ciju к. pomJ Uncarnof 
vck.onkot prmiora koji predaiavlja >ed»o od cmvovruto рсугао« linearoc al»eb*c i kome jc 
potvoćen Cctvni dco ох injige. uvodi i pojam konjugov.no* (dualnog) pro»iora Vekion u 
prvo* proaion odaovaraiu komra*an>mrum. a vckiori u drugo* pronora kovartjaninim vck- 
tonma u gore ulotcnom iranlu. Dcraljnije o ovom alicmanvnom polazu može к naft. na 
pcimer. u knjizi И. M. ГЕЛБФЛНД. Л1ЈСЦИИ ПО ЛИНСИНОН ЛЛГЕБРС, -Hay*a-, 
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Poslc iramformacijc koordinata imaćemo 

дх* дх> • , } 

a ako ovdc izmcnimo mcsta ncmib inddua 4 i / i uzmemo u obzir da je 
A U = A U , dobija м 

(6 - 33 ’ 

Ог ОхГ 

Na sličan način sc dokaaijc ovo ivrđcnjc i za teniorc bik> kog lipa. 

U opticm icnzonkom računu, kao i u kiasičnoj leoriji lenzora. s*aki ten- 
:or mote se rastariii na simeirićan I aniisimetrićan ienxor islog lipa. Na primer, 
гл dvjput koniravunjanian i jcdanpul kovanjanun lcnzor A» bismo imali 


А-уС<+Л)+у(4 р --А 


(6.34) 


Rclairvni tenzorl. Ako se izvcstan skup veličina pri iransformaciji koordi- 
naia (6.4) tranaformiiu prema /akonu 

т.-Ј- I дхЦ* d?» дх* дх** dxć* ,cv 




ox J -ox-> ох- or • or- 

дх' д* д*-'дЖк” Ш ‘д& 


(6.35) 


gdc јс [дх^/дх 1 ] jnkobijan invcrzne transformacije koordinaia, skup Aj,~j e 
nazivu sc relaiivnl temor ,|i pseuJoienzor leiine w. U slučaju *-0 ovn и defi- 
mcija svodi na (6.31) i to su «v. apsoluini leiaon. o kojima smo do sada 
BONonli. 

I'osnuirajmo као pfimer c-simbol. defioisan obrascem (1.32) 

I ако je pcrmuiacija Ijk pwna 

с ОЈ.а>- -I и гкрапи (6.36) 

0 „ su bar dva indcksa jcdnaka. 

1>д bismo ispiiali prirodu ovog simbth, zapozimo najprc da sc porooču ojega 
ma koja dciermmunu ircag reda možc koncizmje napisali u ohliku 

lar* u 1 u* 

, V« V 1 r> = *0--»"' *'•"'■• 

| И ' 1 H>* H>» 

gdc sc podruzumcva sunuranje po indcksima I, m i n. Tačnost gornjc rdacije 
možc sc luko provcriii cksplicilnim pisanjcm članova na desnoj slrani. Ako 
ovaj rezultal primcnimo na jakobijan iransformacijc, imačemo 

дх 1 дх* дх* 
дх 1 дх* дх' 

dz' дл Ј r)x» дх* дх- дх- 


дх 2 дх* дх* 
дх' дх 1 _ dx> 
dx s дх* дх' 


дх' дх 1 di' 


(6.37) 
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Zamcnjujući ovde х*. х* i х* sa х*. F i i‘ i .majući u vidu osobinc dcier- 
minanu irećeg m ia, lcvu siranu molemo napisaii kao proizvod *o .*» 1 
pccthodnc dclenninanic 

d(x 1 .x J .x‘) _ д{х*,х*.х*) дх> дх~ дх- 

ioT.irF, " «< № -»**' 

gde sirabol **, .o ima Uli smisao kao u (6.36). Gornja jcdnakost proizilaz, 
iz činjcnicc du'će napisana determinania bili jcdnaka du|i ako mcdu mdcksima 
i i k ima jcdnakib, a u osulim slućajcvima jednaka jakobijanu sa pozitivnim 
iii ncgaiivmm predznakom ravisno od toga da li indrksi I. j. i k čmc pernu 
Цј ncparnu pcrmulaciju od I. 2, 3. Odavdc ncposrcdno slcdi da je 


дх* -» дх 1 дх- дх- 
di' дх 1 дх' di* W 


(6.38) 


odakk zakJjučujcmo da je stmbol t(IJ, k) u trodlmen:ionom Euklldovom prosioru 
relaiiml triput korarijantan lemor i t/k letine - I. 


14. OPEHACIJE sa tenzorima 


Овопк operacije. Na osnovu gornjih defmicija možcmo uvcsti i alge- 
harskc operacije sa teozorima. Za dva tenzora kažeroo da su JeJnokl ako su 
istog lipa i ako su im svi odgovarajući elcmcnti jcdnakl. Z bir Jvaju temora 
defmik sc kao skup zbirova odgovarajućih demcnnia ovih tenzora, ćimc sc 
dobija icnzor isiog (ipa. Na pnmer. ztxr icnzora АЧ , Д*'ј c icnzor ćiji su elemcnd 

Proizvod temora I skalara dcfinik sc kao skup proizvoda ovog skalara 
i odauvarajućih kompoocnalt posmatranog icnzora, to jc takode tenzor istog 
цра. Na primer, proizvod skalara X i lenzora A*> je lenzor saelcmcni.ma O'-aA'. 
Pomoću proirvoda sa - 1 formulik se i opcracija odmunanja icnzora. 

Navcdcnc osnovnc operacijc karakierilu sc limc Jlo jc njihov rezuliat uvck 
icnzor istog lipa. One kao specijalan slučaj sadržc i odgovarajuće operacije u 
klasićnoj icoriji vdtlora i teozora. 

Spoljaiajl I uHtraloji prolzvod. Skup proizvoda clcmenaia dva ma kakva 
icnzora. na pr. skup A'B*. predsiavlja lenzor č.ji je red jednak zb.ru redova 
datih icnzora i na/iv* ve spoljainp proizvoJ teniora. Mcdunm. obrnuto ne vbži: 
naime. svaki tenzor nc roožc sc prikazati kao spoljainji proizvod dvaju tcnzora 
mžeg ranga. 

Ako se izjcdnaće jcdan gurnji i jedan donji indeks lenzon, , uvrl« »umi- 
ranje po tom mdcksu, dobija sc tcnzor čiji je rcd гм dva mži od rcda potcl- 
nog. Ta opcracija naziva sc kontrakeija tenzora. Na primcr, ako se u tenzoru A, m 
siavi m-4. dobićc *е tenzor koji se u smislu Einsiein4>vc konvencijc mozc 
pivati a£-B?. lo jc lenzor lrtćeg reda. Ako se daljc siavi l-j. dobiće se 

B? = C. I j. icnzor prvog reda. ... . ... 

Sprovcde li se spoljainje množcnjc tcnzora i potom konirakcija. dobićc 
sc novi tcnzor koji se nazjva unutraSnJi prohvod tenzora. Na pnmcr, za (cnzorc 
А и к i BL spnljalnji proizvod bićc skup A4lC Siavljajući l-k. dobijamo unu- 
iraioji proizvod AHlC-ĆL a stavljajući /-4 i m-J. dob.ja sc drug. unut- 
rainji proizvod ЛЧ D 1 ,. 
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Proverimo ocposredoo па jedoom primeru da skupovi vdi£ina dobijenib 
komrakcijom icnzora zadržavaju icn/orsku prirodu po preostaiim indcksima. 
Hormirajmo na рг. unuiralnji proizvod vcklora A, i ictuora B* тлј-1 

0-Л,В Ч (6.39) 

U novim koordinatama imaćcmo 

О-Л,#. 

gdc je prcma obnucima (6.19) i (6.24) 

T дхк a dV *** B>- 

A '-ir A - *77 

odukle sc dobija 


o. >*-**-»*. л.*--*!™ A.r-.iii.A.*-. 

di < дх 1 дхг k дх- дх- 


ĆX- 


(6.40) 


Ova rclacija рокатије nam da је skup (6.39) zaista kontrevarijantaa vektor, 
hjgl.'nno položaju prcostalog indcksa j. 

Vrktori dualni triuura. Кло poscban slufaj unutrminjeg proizvoda navc- 
dimn proizvod simbola i ma kakvog dvaput kontravarijaotnog tcnzora A* 

C.-t^A*. (6.41) 

gde jc izvrlena kontrakcija po indcksima J i k. Лко »c ograoiiimo tu slučaj 
n- 3 i imamo u vidu da je prcma (6.38) rdativni kovarijanim tenzor, 
ovako defimsan skup vdiiina C, precUtavljaćc idativm kovanjanun vektor i 
nuzjva tc vektor dualan trruoru Л *. U eksplicitnom obliku, s obzirom na dcfi- 
mc.ju simbola c^. imaćcmo 

С х -Л п -Л» % Ct~&-A'K С,-Л п -Л». (6.42) 

Nu sličan način moglo bi so govoriti i o vcfctoru C-d* A a . dualnom dvaput 
kovarijantnom leozoru A^. 

Uzmemo li та tcnzor A* proizvod kontravarijmntnih vektora A> i 0*, 
\cktor duulan ovom tcn/oni biće 

C.-t+A*#. (6.43) 

ito sc puklupa sa vektorskim proizvodom (5.38). Gornji obrasci u ovom stučaju 
dobjaju oblik 

С,— Ct -ЛЧР-Л'*. C^-A'B'- Л'В\ (6.44) 


Odavdc vid.mo da jc vrktorski proUvod u trodtmmzionalnom ЕмкИЈохот pros- 
toru rflativni kovarijantan vrktor t lik A^B* teiine - I. dualan tenzoru A J B*. 

Zakoa kolićolka. Na osnovu navedemh operactja sa tenzorima moic sc 
formulisati jcdan opiti krilerijum za utvrđivanje tenzorskog karaitera. Ako 
inumo neku ncpoznaiu vdić.nu X. koja zavisi cd izvesnog broja indeksa, pe 
obiazujcmo unutrainji proizvod o\c velifine sa nckim tenzjrom A. rezultaf ove 
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opcraajc ncće uvck biti lcnzor, јет ta vdičica X nc mora imati tenzcrsku pri- 
rcdu. U slučaju da je rezulut neki vcć poznati tenzor i i to ;a bilo kojl ten- 
zor A. nepoznau vdičina X mora takode biti lenzor, ito se moic lako doka- 
zali ind.rcktmm putcm. Naime, ako pretpostavimo da ispitivana vdičina X 
шје lcnzor. njen unutrainji proizvod sa tcnzorom A ne bi dao nikakav tcnzor, 
i,o м tos, sa nmiom preipostavkora da je rezultat izvestan tenzor B. 

Na osnovu toga možemo dati sledeći kriterijum za od cdivanjc tenzorskog 
karaktera: ako je unutminji proUvod neke nepoznate velićine X sa proUvoljnim 
temorom A nekl poznati tenzor B. toda je nepoznata vehćina X takode tenzor. 
a U rasporeda uukksa molemo zakljućiti o njegovom lipu. Taj krilcrijum prznnt 
jc pcd imenom гакоп kolićntka. јет pokazujc izvcsnu formalnu analogiju sa 
odredivanjcm nepoznaic vdifiiel' iz algcbarske jcdnačinc -B. Na primcr, ako 
jc X u . /t A « skalar, vdičina X b,će dvaput kovarijantan tenzor X,„ a ako jc 
Х 0џ ,'ЦА}-В 1 , vdičina X biće tenzor trcćeg reda X‘i. t< 

Provcntno to ncposrcdmm računom oa ovom drugom primcru. Ako je 
vdičina lakva da jc 

х м .»л)-*. ( 6<5 > 

gdc je Aj proizvoljan tcnzor, u novim koordinatama biće 

Tada je prema zakonu transformaeije tenzora 

- dx« дх- дх‘ дх' . 

х ^’'Ј777 т ~77 0ш 77 х °- л - 


odnosoo 


[дх<дх~- дх‘ 1.. 

\777?' Х ' , -''-»* Хам \ Ат ~ 


Polto јс aZ proizvoljan teozor, izraz u zagradi mora biti jcdnak nuli 

дхГ- дх 1 

— — Х џ ,,. Л -—Хџ, т . а> -0. 

дх“ дх* дх? 

а unutraiojim ranožcnjan sa д^/дх* ■ дх^/дх" dobijamo 

— °. 


- дх 1 дх> дх- 

* и.Ј. *) " ТТ ТТ. i л ° • “* 
дхЈ д**дх к 


Ođavdc vidiroo da је X xLJ k) zaisu tenzor i to tipa Х%- 
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ZAD ACI 


6.1. Vclifiinc Л ( J , k, I, m), B(J, k, m), C(J t k, m, a) ic Uaniformilu po »lc* 
dcfiim /akonima: 

- 4 дх'дх<дх'дх* ..... . 

дх* дх « дх" 

адг* di' dJ* . . 

• tr 

Da li one imaju icn/orsku prirodu? * . 

6.1 Ako jc л! ^гЛ*„ dokazati da onda važi i:> • 

дх* дх • 

дх’ дх* • • .£ 

6.3. Zakonc iran&formacijc vcktora i lcnzora drugog reda prikazati pomofiu 

mulrifinog množcnja. . a ' 

6.4. Vclifiina Л ( p , q, r) zadovoljava rdaciju 

^ (P* ?i г )Л , **сЈ, 

gde je ЛГ proi/voljan lenzor, a C, je lcnzor. Dakazati dajci Л (j, q, r) 

lenzor. 

д*ф 

6.5. Ako jc Ф invarijanta, iipiuii da li je — - — tenzor. 

дт дх> 

6.6. Nck’a jc Л, kovarijanun vckior. Da li veliCioe i —— iraaju 
tenzor*ku prirodu? 

дЛ 1 

6.7. Da lt jc invarijama (skalar). ako je Л 1 konlravanjanun vcklor? 

дх 1 

6.8. Nafii klasu traniformacija pri kojima fie se izraz 


д ? Ф <»Ф дФ 
дх>дх> дх 1 дх> 

ponalaii kao lcnror, нко је Ф skalar. 

6.9. Kovarijunloi vektor В, ima u Dcscanes-ovim koordinauma komponente 
х' х 2 , 2х г -(х>) 2 i x l x>. Nafii njcgove kovarijanine kompooente u (a) 
ifcrnim, (b) bipolamim cilindrifiaim i (c) diptifikim cilindrifimm koordi- 
oatama. 
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7. TENZORSKA ANALIZA 


7.1. meihiCki crostoki 

Mctrika I mctriiU ргоЛвИ. PrclpMiavimo iad dajc poenutreni iMiimcn- 
zioni proslor Ukav da se u ojcmu mofc definisaii tzv. metrlkđ prostora. Poo 
mcirikom čcmo. u ovom izUganju, podrn/umcvaii odrcdem. unaprcd nwUni 
/лкоп po kome se ućkama (x‘, • • • х*) i (x*-»*/x‘, ■••, х* + dx“) pridniJuje 
icdun skalar ds koji dcfimlc rastojanje izmcđu njih. Za poircbe teozonkc ana- 
lizc ic, po analogiji sa trodimen/ionira Euklidovim prustorom. melrika definiic 
kvadratnom meirlćkom formom oblika 

&-i u dx*dxi (71) 

ха кош st zahteva Ja osiaje tnvarijantna prl transformacljl koordinaia (5.4). Pri 
tomc * prema Eraslein-ovoj konvcooji ovde podrmzumcva sunnranje po radck- 
simn / i /. a kocficijcou p„ mogu biti izvctnc funkajc pololaja. Ova osnovna 
kvadratna forma naziva »c metrićka forma, a lako dcfmium prostor Riemann-or 
пгомог . Napomcnimo da ova dcfm.cija dozvoljava prilidnu slobodu u izboru 
kvadraine forme (7.1), pri ćemu ooa mora samo ispunjavati uslov invarijant- 
inosti, a nc mora nulno biti ni pozitivno definitna. 

PoSto jc po dcfimcij. akaJar, a proizvod rbf d * ' dvapui i |oni£av*. 
rijantan tenzor. prema rakonu koMmkn zakljodujemo đi Лир kofficucnai^a^ 
predsiavlja Jvapui kovarljanian lenzor. Ovo sc i neposrcdno vidi iz 


odakk sc dobija 


g„ dx* dx ' - g kl d* dx* - g u ~ dx‘ ^ dx> , 
дх* дзЈ 


(7.2) 


Ako izmenimo indekse f i J i poiom red surananja. ncposredoo vidimo da je 
tj. tenzor g„ Je simetrUan. Ovaj tenzor potpuno jc odredcn lctnom svojib 
kocficijcnata u bilo kom sistcrou 


8n Sis * * ’ Bim 


U„ * * * 

naziva sc metriiki ili fundamentabii tenior. 


(7-3) 
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Ako mctrika prostora ima oblik zbira kvadrata difcrcncijala ioordinaia 

••• +w*o* (7<) 

Ш ako se nckom transformacijom koordinata možc svcsti na laj oblik, posma- 
trani prostor naziva se EukhJov prostor. U ovom siućaju svi kocficijcnti g u za 
i*j jcdnaki su nuli, a га i-j jcdcnici, Sto možemo konci/nije napisati pomo- 
ću Kioncckcrovog simbola 

g,j-i,j. (I-S) 

pci ćemu ćemo u daljem izlaganju dokazati da dvaput kovanjantni i dvuput 
kontrava/ijantni simbo! t„ i № u Euklidovom prostoru imaju tcnzorski karaktcr. 

Prtmrri. Posmatrajmo najprc skup svih taćaka na povrSini sfcre poluprećni- 
ka R u trodimenzioDom Euklidovom prostoru. Ovaj skup dcfiniSe jedan pol* 
prostor EukJidovog prostora, ćijc su laćkc odrcdend sfernim koordmatama 
x*-» i x*- 9 . a mctrićka forma (3.18) ibog usiova г-Л -const ovdc se svo- 

d ' ПД rfH-iHi/lH + tfsin’OtV C 7 - 6 ) 

Ova kvadrattu forma nikakvim transformacijama u rcalnoj oblasli nc može se 
svesli naoblik (7.4). te posmatrani ikuptaćaka picdstavlja neeuklidski Riemann4>v 
prostor, a mctrićki tcnror ovde će biti 

\o tfsin’a/’ 

Kao drugi primcr navcdimo ćetvorodimcnzmm prostor u pravouglim 
koordraatama z*(e-l,2 3,4) dcfinisan mcinkom 

ds* - (dx')> + (dx? + (d*V - (dx*)' (7.7) 

uz usiov da jc ovaj izraz invarijanun. Takav prostur jc ukodc nceuklidski 
Ricmann4>v proslor i od posebnog jc intcresa u tpccijalnoj teoriji relativnosti, 
a njcgov metrićki tenzor ima oblik 

10 0 0 

0 10 0 

0 0 1 0 

^O 0 0 -I/. 

Primctimo. medutim, da transformacijom 

х*-х'0»-1.2. 3). X 4 -/* 4 . 

gdc je 1 ш У~ T, metrika ovog prostora postajc euklidska, ali samc koordinate 
pottaju kompleksnc 

Keojugorani netrički teazor. Da bismo dobili metrićki tcnzor koji bi bio 
dvaput kontravarijanun. uvedimo dctcrminantu elemcnaia 



g|| g|l • • • • f !• 



- _ *2| tzi • • • " Жи 
6 - • 

(7.8) 


*•> ** — 


r 
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ра označimo sa G (IJ , kofaklor ove deicrminAnic koji ođgovarm #-шј vrsii i 
j-loj koloni. Prirodu vcličina g i G 0J) vidcdemo iz daljcg izlaganja. Ako goroju 
dcierminaniu razvijcmo po demcntima *-ie vrsie, imaćemo 

Qi.i»+ -»li. “ ?•* 

a ako zalim u ојој um«to elemenau f-le vrste slavimo ekmetue f le, пјеож 
vrcdnost postaće jednaka nuli na osnovu poznaiih osobina dcicrminanu 

C0.0+ * ’ * • +*j*Gu*y 

Oba вогпја rezuluu možcmo konciznije napiuii 

. П.9) 

pri Cemu ćcmo podrazumevaii suminmje po ponovljenora mdeksu J. Preiposu- 
vimo sad da jc g/0 i podelimo gornju jcdnaćinu sa g, ćimc dobijamo 

Aia ćcmo napisali u obliku 

r'fc,-«. ( 7 . 10 ) 

gdc smo uveli o/naku 

g4~?i!Jl. (7.11) 

* 


Ovaj nbra/ac dcfimk vclićinc g u , ćiji karakier možemo odicdili na sie- 
deći naćm. Ako u jcdnaćmi (7.10) suvimo k-i, na donoj strani dobićemo 
skalar, a poiio je skup g,. kovarijanun icnzor, na osnovu mkona kolićoika 
ncpinrcdno zakljućujcmo da skup g^ predsiavlju d>aput koniravarijanlan tenror. 
On sc nazivn kunjugovanl meirićki lenzor i poipuoo je odreden mcirikom pro- 
siora. 

Da bismo ispiuli karaklcr dclcrminanie g. podimo od zakona iransfor- 


mucije (7.2) 


- da* дх 1 


i formirajmo dticrmmanic ćiji će ekmenli biti izrazi na obema s*ranama gor- 
nje jednaćinc. Prema pravilu za mnohrojc dcierminanau imaćcmo 


* а М' % £ ! * J - 



(7- 12) 


Odavdc vidimo, porcdcnjcm u (6.35), da je deierminania g relaliml skalar 


leline 2. 


Skalarni pcoizrod. U Ricmann-ovom metrićkom pnnioru, koji mi ovde 
razmairamo, može sc pored шсшкс prosiora uvesli i operacija skalarnog rmo- 
ienja na sledcći naćin. Za dva konlravarijanina vcktora A' i B ova sc opera- 
cija definilc cbrasccm 

(A. B)^g u A'B>. (7.13) 
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gdc se podrazumeva sumiranje po indcksima i i j. Rczultat Uko dcfinisanc 
operadjc narjva se skalarni proi:*od vcktora A' i B i predslavlja jcdnu važnu 
karakicrisitku prosiora, jer nc zavisi samo od vekiora ćiji sc skalami proizvod 
formira. vcć i od metnkc samog prosiora. 

Pomoću ovog pojma mctrićka fomu (7.1) može sc ptikazali u obliku 
skalamog proizvoda vcklora did sa samim sobom 

d*-(dx,dx), (7.14) 


ćime je istaknuta rtza izmedu metrike prosiora i skalamog proizvoda u ma kak- 
vom Rianann-ovom pcosloru. Napomcnimo joi da u ша kakvom mciričkom 
proOoru, gdc se mctrika dcfimic na opitiji, apsirakiniji naćm od (7.1), nije 
uvdt definisan i skalami protzvod. Ukoliko je ovaj pojam uvcdcn, to jc izv. 
Hilbert-or prostor, o ćemu će bili viie reći u sledcćcm odcljku. 

Ako predcmo na nove koordinate iransfoimacijom (6.4), prema obrascjraa 
(7.2) i (6.16) imaćemo 


- -7. _. дх* дх 1 дх 1 лт дх Ј rJ а Јт n. 



Шц**-*1**‘ 


(7.15) 


Odavdc vidimo da je skalarni p oizvod zaista skoiar, ito znaći da pri ma kak - 
voj iraniformoeljl koordinaia osiaje mvanjantan, kao iio i ireba da bude prcma 
samoj dcfiniciji (7.13). Ova osobmu omogućava uvođcnjc i/vcsmh gcomcinjskih 
pojmova u Riemann-ovom prosioru. 

U slućaju Euklidovog prosiora. gde su kocf.cijenti meirićkog lenzora datl 
obrasccm (7.5), skalarni p oizvod sc svodi na oblik 


(A, B) - A‘ B> ш A • B* ♦ A 1 B> + • • • • + A- ГГ, (7.16) 


jer u ovoj dvosirukoj sumi prcosiaju samo ćlanovi kod kojih jc j-i. Ovaj 
izraz prcdsuvlja ncposrcdnu gencralizaciju uobićajnog skalarnog proizvoda u 
irodimen/ionom Euklidovom prosioru. 


Dulina I ugao. Scm ppjmova linija i poviii, koji su uvedeni u prcihodnoj 
glavi 1 sasvim su opiicg karakiera. neravism od mctnkc proslora. inogu .ve 
formulisaii i drugi gcomcinski pojmovi. Tako sc ptmoću pojma skalarnog 
proizvoda (7.13), koji je invarijantan, mogu uvcsli p..jmou duiine i ugla пл 
dcdivi nać n. Лко uoćimo ncki kontravanjantan vcklor A 1 , mleniiiel vekiora A, 
po analogiji sa ovom vclićmom u kbsićnoj tcoriji vcktora, dcfiniic se kao 
pozitivan kvadratni korcn iz skalarnog protzvcda ovog vcktora sa samirn sobom 


A 2 -(A, A)-g d A'A J . 


(7.17) 


Za dva kootravarijantana vektora A' i B' ugao izmtdu vekiora * dcfiniie 
se obrascem koji prcdsiavlja geocralizaciju skalarnog proizvoda u »rodimcnzjo- 
nom fcuklidovom prosloru 


co . 

Л В Vg^AJ \! gll BB> 


Ako je skalaroi proizvcd dvaju vcktora jednak nuli, bićc cose-0 i lada kalcmo 
da su ovi vekion ortogoaahu. 
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Na primcr, zaprostor sa mcirikom (7.7) kvadrat ioicnziieu sc svodi na ćisio 
kvadrainc članovc 


a kosinus ugla jzmcdu vektora dat је izrozom 


cos a 


(7.19) 


(7.20) 


Kkmcat upraniae. Da bismo došli od invarij*nlne vdićinc која prcdsuvlja 
Rcncralizaciju pojma ctcmcnu /jpicmmc, podimo od (7.12) i prcpilimo tu 
rdaciju u oNiku 


Л'& + Л г В г + Л 1 В* -Л'Р 

л в 


gde se veliĆinc A i B nalaze prema prcihodnoj forrauli. 




(7-21) 


S druge stranc. prcma pravilu za smcnu promcnljivib iz matcmaiiCkc analizc b»će 


dx'dx'...dx'~ \ — \dx , dxK..dx-. 

\**\ 

pa množcnjcra ovih izrau dobijamo 

đx'dx\ . . dtT-'fiibć dx'...dxT. 
Odavde možcmo zakljufiiti da izraz 

dV-fidx> dx'...df 


(7.22) 


(7.23) 


ostajc imarijantan pfl ma kakvim traniformacijama koordinata i naziva м elcment 
zapremine u Ricmann-ovom prostoru. U slućaju Euklidovog prostora i pravo- 
uglih koordinnia jc g- 1, ic oipada faktor fg, ćirne dobijamo ncposrcdnu 
gcncralizaciju uobićajenog izrau u elcmcni uprcmmc. 


7.2. /VSOCJRAM TENZORI 

Podizanjc I spušlanjc huickia. Za mnoge primenc jc od inicresa pitanjc da 
li sc od kontravarijaninih vcktora i tenzora mogu dobiti ekvivalentni kovari- 
janini i obrnuio. Da bismo to ispiiali, zapazimo najprc da unuiraSnji proiz- 
vod mcirićkog lenzora g t/ ili g» i ma kakvog tcnzora prcdsuvlja uvck neki 
tcnzor su istim hrojcm, ali drugira rasporedom mdcksa. Tako formirani tcnzori 
n.izivaju se asocirani tenzori i pomoču njih roožeino posiići podizanjc i spuitanje 
indeksa. 

Uzmimo kao primer unuirainji proizvod metrićkog pruizvoda g џ i kontra- 
varijantnog vektora Л> 

A\ji—g,jA>. 

Ovaj proizvod mora biii (cnzorske prirode, a prema rasporedu indcksa vidimo 
da je lo kovar jantan vektor 

t„A>-A,. (7.24) 
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Timc srao konirivarijaninom vekioru Л> pridrulili izvesun kovarijantan vck- 
tor Л„ iio jc ovde ekvivaJenlno spušunju indcksa. Na slićan način možcmo 
dod do zakljućka da jc unutrainji proizvod koojugovanog metrićkog lenzora gj> 
i kovarijantnog vektora Л, 

ј g*Aj-A‘ (7.25) 

ncki konirorarijantan vektor, Sto prcdstavlja relaciju inverznu pTethodnoj. 

Ako potražimo kontravanjaniao vckior asocirao vekloru Aj-g A Л к , na 
. osoovu (7.10) nalazimo 

A^-g^igjt Л*)- Л', 

odaklc vidimo da je on ldcnličan sa polazniin kontravarijantnim vcklorom Л 1 . 
Stoga vdićinc A‘ i A, inožcmo smairaii komponcntama Istog vcktora u pov- 
mairanom mctričkom prostoru i u lom smulu možcmo govonii o kontrmari- 
jantmm odnosno kontrararjanlnim komponmtama vekloraA. Prcma lomc, pomuću 
metriAog tauora se kovarijantne komponente nekog vektora mvgu svesti na ko- 
- * varijantne komponente log istog vektora i obrnuto. Na pruner, u slučaju mcinčke 

formc (7.7) ove relacije će imali oblik 

A*-A t , A'-A tl Л*-Л), Л*ш - Л 4 (7.26) 

Ako skalarni proizvod (7.13) napiScmo kao 

(A,B)-(g 0 A')B'-A‘(g i jB>). 

) na otnovu (7.24) I (7.25) dobićemo 

(4,В)шЛ 1 В»-Л 1 В„ (7.27) 

gde к podrazumeva sumiraojc po indcksu i. Ovim konciznijim obrasccm 
i /ralen je skalarni proizvod pomoću kovarijantnih komponcnaia jcdnog vckiora 
i koniravaripninih komponenaia d ugog. 

Na slićan naćm možcmo formiraii unutralnje proizvode i skicnijih 
vdićina sa roctnčkim tenzorom. Tako na pr. proizvod КцА*. dobijen množc- 
njcm mctričkog (cnzora g tJ sa ma kakvim dvapul kontravarijaninim lenzorom 
A *, prcdiuvlp mcioviti tenzor drugog reda, asociran tenzoru A* 

Л,л*-л*. (7.28) 

Pri tome je uobičajeno da к taikom naznućc pololaji indeksa koji su spuJtenl 
Ш dignuti, kao Slo jc naznaćeno u gorniem pnmcru. Ako Idimo da u polaz- 
nom icnzoru spusiimo oba indeksa, moramo izvrfili dvosiruko množenje sa 
metnćkim tenzororo, nakon ćega dobijamo 

gi/gtiAt-A*. (7.29) 

Ovaj posiupak mole к protiriti i na joS složenijc izraze, pri ćemu sc mctrićki 
tenzori sa kojima se vrSi mnolcnjc niogu uko izabrati da к izvcsni indcksi 
po želji mogu dići ili spustiti. Kao primer navcdimo proi/vod 

gat“g-AZr-AK. . (7.30) 
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Provcrimo i direJcinim ratunom da je na рг. izrmz (7J8) zaiau meioviii 
lenzor. Prema obrascima (7.2) i (6.24) imamo 

- дх-дхГ ~ д «)F дх* 


дх> дх> 


pa mnoŽcnjcm dobijamo 


ij. bi«ie 


дх 1 дх* дх* дх 1 

* д Л Ш s 

'"дХ*дХ> 


iimc ј< na5c ivrđenjc dokazano. 

Slučaj Caklidovof pruslora. Ako Je posmairani prosior ЕикИЛп, ekmcnli 
mclrifikog icn/oru imaju oblik (7.5), ic ж relacija izmcdu kovanjanlnih kom- 
ponenaiu (7.24) svodi na 

Л,-1,јЛ>. 

Poilo u ovoj sumi po indcktu J ргсомвјс umo član kod koga јеУ-/. ma za 
kojc i dobićcmo 

A . » A 1 , (7.32) 

✓ в 

Na slifian nafiin za icnzore drugog reda prema obraacu (7.29) biće 

Л л -* џ 9иЛ*-*џЛ*' 


Л л - л+. 


(7.33) 


Do slifinog re/uliaia možemo doći i za icnzorc vikg reda. ic možemo 
zakljufiiii da se u Eukhdovom prosioru kontruvarijaiune котропаче lenzora sa 
isiim indeksom medusobno poklapoju. Sloga u ovakvim prostorima ne morarno 
pravili raz'iku izmedu ovih dvcju vrsu kom|»nenau i indekse molemo pisaii 
po volji gore ili dole. Tako, rccimo, za lenzor irećcg reda imamo 

—At= /tjk — Л,џ. 

Mcdulim. ovde ircba podvufii da dobijeni zakljufici vmie samo pod uslovom 
du jc meirićka forma EukliJovog prosiora sveJena па oblik (7.4). Tako na pr 
u pravouglim Dcscartes-ovim koordinaiama nema razlike izmedu komravarijani- 
nih i kovanjaninih komponenau. dok u sfermm koordinauma ove komponenie 
nusu vjic međusohno jednake. 
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GcoBctrijski отм кошт i kevarijaauih komponenau. Posmairajmo 
■eoeraJisani koordinaini siiiem u irodimcnzionom Euklidovom prosioru (sl. 7.1) 
i oznafiimo generalisaoe koordmaie lafikc sa 1. 2, 3). Uofiimo ncki 

vekior A i razložimo ga na komponcme - 

vcttorrdui vektora ■ ,-dtJdsJ (i= I, 2, 3), ^ 

koji prema (3.5) imaju pravac i smer ko- \ G 

ordinatnih osa \ | 2 

А-О-Ч. -.*ПТ- \ 

6 \ј 

Prcdimo sad na dnigi sislcm sa gcnersli- I ж | 

sanira koordinaiama х 1 . Tada će bili ^ 

дх* дх> s , 7j # 


a suvtjajući 


dobićemo 

• дх* 

Odavdc sledi zakon iransformacije vcklora ш, pri prciazu u drugi koordmaini 
sisiem 

дх> • 


Na slifian nafiin možcmo izraziii vcklor A i u novom sisicmu 

А-С^»и/-0'Ч. 

pa iskoristimo li reJaciju (7.35), ckibićcroo 

_ Agl 

CW */- CW ^<* 


(7.35) 


a oiuda 


— СУ> . 

dxf 


Ovaj rczului nam pjkazuje da se komponcnie 0’» Iransformilu po zakonu 
koniravarijamnih vckiora (6.16). Na osnovu toga vidimo i nj.h>v gcomcirijski 
smisao: oko neki vektor A rorloHmo Jul vekiora дг/дХ 1 , oJgovarajuće komponen- 
le СУ> predsiovljaće koniravarijanlne komponeme A' log rekfora. 

Formirajmo zaiim skalami proizvod vekiora A i vckiora в, - дг/дх i 
oznaćimo ga sa 

«.=£■ < 7 - 37 > 
Ovako deTinisani koeficijenli mogu se povezati sa metrifikom formom 
d*~drdr-^d^^ i dx>^iu,m J )dx , dx>. 
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odakle vidimo da su kocftcijeoii g u u ovom sJučaju 

• (*•») 

Na osnovu ovoga sc izraz (7.37), ako se u njcmu vektor A razioži оа kom- 
poncntnc vektorc prema (7.34), možc napisati u obliku 

« V (C» ■>) - C« (% • ■>) C“- 

PoSto amo gorc utvrdili da su koeTicijcnti kootravarijantne komponente 
A 1 vcktora A, na oinovu (7.24) dobijamo 

Ол-ШцЛ-Л* ( 7 . 39 ) 

Odttvđc zakJjuČujemo da je ikup svih koefkijenata vektor asociran 
kontravarijantnom vektoru А>-СУ\ Prcma tomc njtbov geumetnjski smisao je 
stedeći: ako neki rekior Л skalarno pomnotlmo sa дт/дх 1 , lako Jobijenl koeftcijenii 
С ш predsavjaie kovarijanine komponenie Л, log vektom. Ukoliko au vektori 
dr/d.v* jcdmični. koeficijeoti C°‘ ic biti komponenie vektora A u klaaičnom 
smivJu, a koeficijcnti C 0) njcgove ргојекеЦе na odgovarajuče koordinatne ose. 

Fliićke kompoacole. Scm kontravarijammh i kovarijantmh komponcnau 
mogu se uvesti i projekoje vcktora na pravce koordinatnih linija i to na sle- 
dcči naćin. Označimo komponenie jcdimčnih vektora kooidmatoih osa u nekoj 
učki M sj вц,, (i, f-|. 2,... , n). gdc indcks u zagradi prcdstavija rtdni broj 
jcdmičnog vcktora Posnutrajmo zatim ncki kovarijantan vtkor Л, u toj tački 
i formiiajmo skalarni prouvod ovih vckuirt 

«i,. (7.40) 

Тако dcfinisane vtliČine na/ivaju и fUlćke komponenie reklora, i one prcds- 
tavljaju projekclje rekiora Л, na koordinaine ose, koje se u opttera slučaju ne 
poklapaju ш sa krtitravarijantnim ш sa kovanjanimra komponeniama vektora. 
Prcma (7.24) one se mogu napisati i u aliernativnora obliku 

U slučaju orlogonalnih generaJisanih koordinata u irodimenzionom Euk- 
lidovom prostoru metriČka forma sadrži samo čijto kvadratne ćlanove 

ds* - g, , (Jx>)* + g g , id + g u (rfx>)». (7.42) 

Stoga će duž prve koordmatne ose {dx* - dx* - 0) valiii 

a dobijeni izraz prcdstavlja prvu lcomponentu jcdiničnog vektora o,i». Poito je 
ovuj pravac normaian na ostalim dvema koordmatnim osama, druge dve nje- 
gove komponcntc su jcdnake nuli 


-ffe' - V °- 
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Na sltčan naćm raoiemo naći i kompopenie ostalih jediničnih vcktora <ц„, 
iio se zajcdno može napisaii u obltku 

< 7 - 0 ) 

gde se не podrazumcva sumiranje po mdcksu r. 

Na osoovu ovoga fizičke komponcnte veklora (7.40) dobijaju cksplicitan 

oblik 




ili, aio sc stavi i ima u vidu dn jc ovdc = 0 za гф! 



K '~ir A '~ Vl " л ' 


(7.44) 


Ove relacijc izraZavaju fi/ičkc komponentc vcktora pomoću njcgovih kovarijanl- 
□ib komponenata u posmatraoom ortogonalnom koordmatnom sisiemu. 

Bitna karakteristika fizićkih komponenata sasioji se u lome !to se, prcma 
samoj dcfiniciji (7.40), njihove dlmen:IJe игек podudaraju sa dlmtnnjama inien - 
:iieia posmairanog rekiora. To je i ra/log za upotrebu lerm.na „f.r.ćie kom- 
poncnte**. Kontravarijantne i kovanjantne komponentc. mcdutim, nc moraju 
inuti ovu osobinu; itavi!e. njihovc dimcnzijc sc i mcdusobno mogu razliko- 
vati, Ito sc vidi iz rdacije (7.24). Naime. veličinc g u nc moraju bili bczdl- 
menzioDc. jer sve koordraate У ne moraju imati dimcnzije duZ.ioe. 


7Л CROUEZUSaE UNIJE 

ChrurofTel-orl skahoU. Ispitajmo sad како se transformilu parcijalni izvodi 
komponenau meirićkog tcozora po koordinatama. Podimo stoga od obrasca 
(7.2) u obliku 

dx m дх 0 

1/4 дх> дх к tme 

i diferencirajmo ga po х' 

+4- ** . **‘***! B l*>L (7.45) 

дх 1 дх1дх'дх* д& дх к дх‘ ~ дх Ј дх к дх 1 дх‘ 

Izvriimo li cikličnu permutaciju indeksa i, j, k odnosno I, m, n, imaćcmo 

dg ki дх> + дх" д Ј х>_ ^ дзГдХ 1 дШ+дхГ 

čx> дх к дх> дх 1 ** дх к д^дх! Kml дх к д’х' dx m дх‘ ’ 

као i 

dg u д^х 1 дх- дх* д 1 х~ дх* дхГ dg^ дх* 

дх к ~ д?дх к дх Ј Кш ~ дх* д* 1 дх> дхГ дх к ’ 
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ра oduzmimo poslednju jednaCinu od zhira prvih dveju, imajući u vidu da je 
icnror g 4 simcirićan i da smemo lzmeniii neme indck.sc ? 


dgt> *ј,1 b* дх-дл*(ди, , 
дх 1 дх > дх * дх‘ дх 1 дх* 

дх" дх“) дТдх* дх к ““ 


(7.46) 


Ova rclucija na sugcrile da uvcdcmo vdičinu 


Г„.., 


(7.47) 


koja sc naziva Chriuoffcl-ov simbol ргхе vrsle i označava jedmm od navedcnih 
simbola. Iz »amc dcfinicije se ncposrcdno vidi da jc ovaj timbol siroctričan 
u odnosu na prva dva indckta 

(7.48) 

Tuda nam (7.46) dajc zakon irmnsformacije simbola 


= дх^дГдх? УхГ д* 

r<u "i* d*dv а? 1 - 


(7.49) 


odakle zaključujemo da Oirisioffel-eti simboli prte trsie u opliem slučaju nisu 
lenzort. Mcdutim, ako su tranvformacijc lincarnc, drugi dan otpada i u lom 
slučaju su ovi simboli kovarijanini tcnzori irećeg reda. t 

Proi/vod vdićine Г л * sa konjugovanim meiričkim lenzorom g* л 

*T 

(7.50) 


rt -^Гм. (7.50) 

u korne se podni7umcva sumiranjc po indeksu k. naziva se Oirisioffel-ot slmbol 
druge \rsie. Na osnovu (7.48) ncposrcdno sledi da jc ovaj simhol sin.ctričan 
u odnosu nn donje imlckse 

rl-ri. (7.51) 

a prema (7.49) i (7.50) vidimo da m Chrisioffel-ovi simboll druge rrste u opSiem 
sluiaju nisu lcnzori. 

Navcdcne vcličinc zavise isključivo od meirike posmairanog prosiora i 
picdMuvljuju njegove značajne karakierisiike. U slučaju Euklidovog prosiora i 
pravouglih Dcscuriev-ovih koordinata sve komponcnic metriĆkog tenzora g (/ su 
konstantnc, te su svi izvodi ovih vcličma jcdnaki nuli. Polio »c u ovora siu- 
ćaju netričku forma uvek može svesti na oblik (7.4). /aključujemo da u 
Eukhdovom prosioru postoji bar jedan sisiem koordinala u kome su s »i Chrisiof ■ 
fel-ovi iimboli prve i druge vrste jednaki nuli. To je karakteristična odhka 
Euklidovih prostora, kojom sc oni bitno razJikuju od necuklidskih Ricmann- 
4>vih ргомогл. 

Gcodezijske liuije. Učimo dvc tačkc u Riemann-ovom prosioru i izvesnu 
krivu koja ih spaju Ncka su jednaćine ove krive 

х 1 х 1 (/), (7.52) 

gde je r ncki skalar, koji igra ulogu parametra. Rastojanjc s izmedu ovih tačaka 
duJ gornje knve odredeno je metnćkom formom (7.1), koju napitiroo u obliku 
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pri čemu tačka označava izvod po parametru. Ako sa f, i I, označimo vred- 
nosti parametra koje odgovaraju uočenim lačkama, za rastojanje izmcđu njih 
dui odabrane linijc imaćcmo 




(7.53) 


Od svih mogučih krivih koje spajaju ove taćke pntražimo sud onu dul koje 
je roslojonje s minimalno. tj. duž kojc gornji integral ima mimmalnu vrednost. 
Takve limjc nazivaju se geodczijske hnije i od poscbnog su intcresa u opitoj 
leoriji relalivnosti. 

Kao Ito je po/nato iz rnatcmaiičke anaJize, funkcije x'(0 ** koje Ј с 
inicgral 

•л 

7- /f(x*. i*. t)di 

u 

staciooaran, lj. za ko je je 8J-0. tu rckcnja EuIer-Lagrange-ovih difereoci- 
jalmh jednaČina 

i£L-££- 0. (7.54) 

A дх* 

U slučaju koji ra/malramo (7.53) je 

ЈУ - у *•- 1 1 „ i*. 


pa jednačma (7.54) dobija oblik 


L*št yx >.o 

Ji i 2i dx* 


ili, posle srcdivanja 




(7.55) 


Ako drugi ćlan raslavimo na dva dela i u drugom i/mcnimo red sumiranja. 


I dg 




д 8, 


2 дх* 


2 \dx> дх‘ 


• дхЧ 


рд uvodeći oznaku (7.47). prcthodnu jcdnaćinu moiemo napisati u obliku 




K** s 


Uzmcmo li dužinu 1икд s za ptrarr.ctar. biće i - I, s -0. tc otpad 
član. Ako potom pomnoiimo obe stranc u g* i sumiramo po k, i 

d*s* - n dx> dx» A 

-гг + ^ г и-«— — °- 


zadnjt 


Prvi član пд osnovu (7.10) iznosi 


љ d tfljd d's! 

Sr- 


pa koristcći simbol (7.50), dobijamo 


d'jd -i d* dx> _ 
+ ГЈ, 0. 

ds ds 


(7.57) 


To su dftrtncljalne jednaćine geodezijske Hnije. ij. Ukve lioije koja spaja 
najkraćim puicm uoćcnc dvc taćkc u posmatranora Riemann-ovora prostoni. 
U slućaju Euklidovog prostora sa mctrićkom furmom (7.4) svi Christoffd-ovi 
simboli su jcdnaki nuli, pa se pcvtbodna jcdnaćina svodi na 


odiiklc sc integracijom dobija 


x>-a>s + b> 


jd-Js+V. (7.58) 

Ove jcdnnčinc predstavljaju pravu liniju, koja jc zaista najkraća linija izroeđu 
dvcju taćaka u ovom prostoru. 


7.4. APSOLUTNO DIFEKENCIRANJE 

Kovarijantal iivodi. Iz ramjcg i/Jaganja smo videli, prema (6.2 1), da skup 
parcijalnih izvoda skalara дђ/дх 1 uvek predsUvlja kovarijanun vcktor. Ovaj 
izvod ćesto se oznaćava zapctom 


Ф 


(7.59) 


ćimc se želi naglasiti da se kovarijantni indeks pojavio kao poslcdica 
difcreociranja. 

Mcdutim, skup дЛЈдх> u opitcm slućaju nc prcdstavlja tcnzor, kao ito se 
vidi iz (6.22). Da bismo difcrcnciranjcm kovarijantnog vcktora A, doUi do 
izvesnog tcnzora, formirajmo unutrainji proi/vod log kovarijantnog vdttora Л, 
i kontravarijantnog vektora dx*/ds. Taj proizvod jc izvcsun skalar A,dx4ds. 
a ako ga difercnciramo po luku s geodezuke hmje. dobićcmo opet neki skaJar tj. 

<7M> 

Kazvijemo li izraz na lcvoj strani, imaćcmo 

дЛ, dx> dx> . Ј*х> . 

w7r^" ,v " 
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a zamenom d^/ds 1 iz difcrcoc.jalne jcdnać.ne geodczijske linije (7.57) 


А&.-Л.Ц. 

* dx> dr 


, dx> dx> 

~ A i T 4 — — • 
ds ds 


dobićemo 


Л di Ux' 'I 


(7.61) 


Polio jc ovaj proizvod skalar. a dx4ds dx>/ds kontravarijantan icnzor. 
prcma zakonu kolićmka ,zraz u zagradi mora biti kovarijanian tenzor. koj, И 
običoo označava sa 




(7.62) 


Ovaj izraz naziva se kotarijantni izrod korarijantnog vektora Л, po koordinati x>, 
pn čemu jc opct kovar.janun indeks J. dob.jcn kao poslcd.ca difcrcnc.rai^a, 
odvojcn zapetom. • 

Da bisroo doili do analogog izvoda kontravarijantnog vektora, stavimo 
u poslcdnjcm obrascu A,-g lk A * 

57 (*• 1 * ) " : г| "“ * l ' Ћ + " rifc 


čimc dobijemo 




(763) 


Izraz u zagradi moie к razviti na osnovu (7.47) i (7.50) 


_ 1 6 *. _ 1 6 *« . 1 *M .L(*žm + д Љ - д љ \ . 

~дх> 2 дх> 2 дх> 2 дх! 2 \дх> дх* дхЧ 


Ito prcdsuvlja ChristofTd-ov simbol prve vrste 
Tada izraz (7.63) dobija oMik 

A i.i-t*j^j+ r A.i Ak ' 
ш posle mnoienja sa g“ i sumiranja po i 

«* jJ + *• Гд., ■<* -■ *1 д £ * ri *. 

(j. biće 


(7 64) 


(7.65) 
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Poito smo vidcli da je «kup Л, ЏЈ kovarijaniao lauor. iirat n* lcvoj 
strani biče metovili tcn/or tipa СЈ, te i in»7 na desooj stram mora bili meJo- 
viti temur, koji sc lakodc oznaiava zapctom 

-v "4 

• У дх> * 

Ako, radi porcdcnja sa izrazom (7.62). indekse / i k zamenimo s* / i /, gornji 
obrazac mo7cmo napisati u obliku , 




0.66) 


Ovaj i/raz nuzivn sc kavurijontnl Izvad kontravarijantnog vektora A‘ po koordi - 
natt х 1 . Tako dcfinisani pojmovi A„, i А‘ ч predstavljaju generaliuielje pardjalnlh 
izu'tla veklora po koordmatama i na njih sc svode u slučaju Euklidovog prostoca. 

Kovarijantfl* Голви1ас1ја prostoraih uvoda. Pomoću navcdemh pojmova 

mogu sc i prosotrni izvodi iz vcktorske tnalize generalisan i formuiisati u 
lenzorskom tibltku. Ako jc Ф skajar. grodijent skakua Ф dcfmilc sa kao siup 
parcijalmh izvoda Ф,, 


(7.67) 

** i 

slićno kao i u klasiČnoj leoriji. PoSlo je ovaj slnip prema (6.21) kovarijaotan 
vckior, i gradijent skalara predstavlja kovarljanlan vektof, pri ćemu ireba pođvući 
da ovaj zaključak vuži samo pod uslovom da je Ф zaista skalar u smisiu opbeg 
tcn/orskog računa. 

Divergencija kontravar(jantnog vektor A 1 dcfinik se kao rczultat konirakcije 
kovnrijaninog izvoda A',, \ 

' di . (7.66) 

šio sc prcma (7.65) može napisali ckspliciino u obliku 




(7.69) 


Prcma samom načinu formiranja divergencije kootrakcijom iz kovarijaoinog 
izvoda Aj, /а koji znamo da je mcioviti tenzor. zakJjučujemo da je divergmoja 
vektora uvek skalar. 

Rotor kovarijantnog vektora A, defioik se kao skup razlika kovarijantnih 
izvodu A, , i A, , 

(чн/А-^м-А.,. < 77 °) 

5to se prcma (7.62) i osobini ChrisiofTd-ovth simbola (7.51) svodi na 


(roi 


(7.71) 


Na osnovu same definicije roiora vidimo da on ima islu prirodu kao i kova- 
rijantni izvod А 1ш/ . к roior vektora predstavlja kovarjantan lenzor, ćmie sc ovaj 
pojam bitno ra/likuK - u klasićnoi teonji vektora. 


Najzad, može se uvesii i laplasijan skalara Ф kao divctgencija gradijcnta 

д«. - di» (г"Ф.,) 1г> ^ + rt *• £). (7.71) 

дх 1 \ дх> дхЧ 

pri čcmu se gradijcnl morao najprc napisaii u obliku konlravarijantnog 
vcktora ^Ф.ј. 

li siučaju Fukiidovog prostora i provouglih Descartcs-ovih koordinata 
ChristofTcl-ovi simboli su jcdnaki nuli, ic sc svi ruvedeni izra/e svodc na 
poznate izraze u vcktorvkoj analizi. 

Apsfttotal (BiaBcbš-c«) izvod. Uočimo li u posmatranom Riemann-ovom 
prosioru ma kakavu knvu **-.^( 1 ), unuirainji proizvod kovarijanlnog izvoda 
A,j i irvoda koordinata po skaUmom parametru dx'Jdt nazivu sc apsolutni ili 
Bianchi^v Izvod kovarijanlnog vektora Л, po parametru t i obično se o/načuva su 

(7.73, 


Pofto je A, t kovarijantan 1 еп 2 ог, a dx>/dt kontravarijuntan vdtlor, gornji izruz 
kao njihov unuiralnji proizvod predsuvlja kovarijantan vektor i prcma (7.62) 
njegov analitićki obiik je 


tj. biče 




(774) 


Na sličan način uvodi sc i apsolutni izvod koniravarijontnog vektora A 1 po 
parametrv l kao unutralnji proizvod kovarijamnog izvoda Atj i kontravanjan- 
inog vcktora dx>Jdt 

(7-75) 

ol dt 

Imajuči u vidu da je л[, mdoviii tenzor, ovaj proizvod jc koniraiarijanian 
vektor i u ckspliciloom oM>ku prcma (7.66) glasi 




đ —+r; л<\— 

дх> " ) dt 


dt dt И dt 


(7.76) 


Ovako dcfinisani pojmovi predstavljaju generali:acije totalnog iztoda vcktora po 
parometru. na koji se svodc u Euklidovom prostoru. Uvck kad posle difercnci- 
ranja vekiora po paramctru trcba opct du dobijemo vclićinu iste prirodc. mo- 
ramo ga difercnciraii u gornjem snnslu rcči. 

Za vektore A , ili A' kaže se da se kreću parolelno duž nckc krive Jt'-a'lO 
ako jc njihov apsolutni izvod SAJtl odnosno iA'/St duž te krivc jcdnak nuh. 
Nu shčan naćin mogu se gcneralisati i osiali kinematički pojmovi u Kiemunn- 
-ovoj geometriji. 
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Nap'jmenirmo na kraju da se gcneraJizacijom navedetiih izraza mogu 
formulisaii kako kovarijanlni tako i apvoluini izvodi i icniora drugog i vi!cg 
rcdu. DcUljnijc o ovim pitanjima dilalac moie naći u litcraiuri navedenoj na 
kraju ove knjige. 

ZADACI 

7.1. Naći melrićki len/or, konjugovani meirićki Unzor i ChriUofTd-ove sim- 
bole prve i druge vrsie гл paraholičke koordinaic iz zadatka 3.12. 

7.2. Naći Chrisiofrcl-ove simbole prv« i druge vrste za (a) Descaries4>ve, 
(b) cilindrićne i (c) sfcrne koordinate. 

7.3. Naći zakonc iransformacije za Сћт1оГМч>уе sirabok druge vrsie. 

7.4. Poka/nli vuienjc skde6h jcdnakosli: 

W j* 

(b) 

ox> 

(t) r^-- 1 *- л /I- 

ох* 

7.5. Uopilili obrasce (7.62) i (7.66) na slućaj lenzora proizvoljnog ranga. 

7.6. Na osnovu rezuliaia prethodnog zadalka 

(a) naći kovarijanini izvod lenzora Л 1 , B J" , 

(b) pokazali da su kovarijantni izvodi lenzora g„ i g u jednaki nuli. 

7.7. Napisaii ChrislofTcl-ove simbok druge mte i jcdnaćine geodczijikih lini- 
ja /а metriku: 

ds> -(Јх>У + |(дг>)>-(« < ) , 1 (**)*• 

7.8. Odrcdili divergenciju vokiora Л 1 pomoću njegovih fi/ićkih komponcnau 
u paraholiČkim koordinauma (v. /adalke 3.12. i 7.I.). 

7.9. Korisieći re/uluie zadaika 7.5. naći Bianchi-jev izvod mcJovuog 
icnzora Л*. 


7.10. Pokazali da se divcrgencija koniravarijaninog vekiora A‘ moie napisaii 
kao: 

l/ra/iti i laplasijan u analogom obliku i napiuli ga eksplicilno u (a) 
Cilindričnim i (b) sfcrnim koordinauma. Da li se ovi rezulUli poldapaju 
u izraznna (3.40) i (3.44) klanćne leonje? 

7.11. Relacijom 

А,.џ, 

u kojoj se proizvoljan kovarijanlni vcklor A , dvapui difereocira kovari- 
јашпо, dcfinisan je lenzor ^ (izv. Riemann-Chraiofftl-o* tenzor). Naći 
njeguv ckipl.cnni cblik. 
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7.12. Porooću Riemano-ChrisiofTcJ-ovog lcnzora u preihodnog zadaika 

dcfioiSc se asociraoi korarijanini lenzor kririne spušianjcm kooiravarijanlnog 
indeksa, 

R.ju - io K* • 

Pokazaii da za kovarijamni lcnzor krivioe važi: 

(*) 

0>) ^гЛ ад -|Л, м - 0, 

(c) &,Ai + + Х-лј “ 0 

(u prvom indcntiietu se rudt o zamcni prvog i drugog para indcksa, u 
drugom se prvi indeks drŽi fiksiran a osiala iri ciklićki pcrinuiuju, л 
u ircćcm sc radi o pe'muiacijama pn kojima mcnjaju mcsu prvi i ireći 
indcks i drugi i ćetvrii). 

7.13. Naći fizićkc komponcnie vekiora brzinc v 1 - i vckiora ubr/anja 


e*- u (a) cilindričnim i (b) sfernim koordinalama. Za5to je hrzina 

8i 

dcfmisana kao obićan izvod po vremenu. a ubrzanje kao Bianchi-jev? 

7.14. Ako je Г- — m(»') , kmetička cnergija maierijalnc učke mase m i inten- 
zilcu brzioe r, pokazaii da su i/razinu 


1 / ( дТ \ дТ 


dcfmisane kovarijanine kompmcnic ubrzanja. 

7.15. Izraziii divergenciju vekiora Л 1 pomoću njegovih fizićkih komponcnala 
u (a) ciliodrićnim i (b) sfernim koordinacama. 



Cetvrti deo 


IJNEARNI VEKTORSKI PROSTORI 



8. STBUKTURK APSTRAKTNIH PKOSTORA 


SJ. UVODNE NAPOMENE 


Sadrbj pmhodnih glava se odnosio ш malemaiičke objckie radićiic 
prirodc (vekiori, ten/ori, mairice), ali su razmairane algcbarskc operacijc ipak 
imale dosta zajcdnićkog. Na ovom moiu ćemo rckapiiulirali i/ncie ćinjcnice 
i osvciltii ih %л jednog opitijcg slanoviiia, sa ciljcm da se 





prosior nula-oizova, pcouor pooodtćmh fuokaja -*» pcnodo n r гтт.--жк)г U aps- 
iraklflim rannairanjima koja slcdc, prosior &mo označavaii sa Д^_а njcgove 
clcmcmc sa х, у.г, . . . (x,">, i~ e X). 

Za primene su od prvenslvemtg inlcraa рг оиоп sa a|«efr arskom ili geo- 

mcirijskom. 



X, Irđ. TiNfsciimo se. na primer, do su u prosloru (ij. skupu) vcktora u iro- 
dimcn/ionom Euklidovom prostoru (Glava I) bilc dcfinisanc opcrncije sabiranja, 
množenja vekiora skalarom. skalarnog i vckiorkog množenja dvn vcktora, ito 
svc zajcdno Cini algebarsku sirukiuru ovog prostora. Mcduiim. u loiti prosioru 
su uvcdcni i pojmovi intcn/ilcta i ugla, tj. on je snabdevcn i odrcdcnont goo- 
mclrijskom stnikiurora. 2аралгао odmah, da u ovom konkremom pnmeru 
geomeirijska sirukium posmatranog prostora izvirc iz njcgovc algcbre, poilo su 
gcometrijski pojmovi dcfmisani prrko skaiarnog proizvoda. Prosior (ij. skup) 
tenzora u trodimcozionora Euklidovom prostoru (Glova 4) jc bilo celishodno 
soabdeti odicdcnoin algebarskom strukturom dcTmiiući sabiranje i množenje 
dva tearora, mnolcnje tcn/ora skalarom i obrazovanjc konjugovanog tenzora. 
Za razmatranja u G)avama4. i 5. nijebilopotrebno prosioru icnzoradati i geomei- 
rijsku strukturu, tako da je, na primer, piianjc raslojanja izmcđu dva zadana 
lenzora ili ugla izmcđu njih zasad liieno smisla. Slićna siiuacija jc i sa prosiorom 
matrica (Glava 5.), gde takode posioji samo algcbarska siruktura. Radi krat- 
koće, u daljem izlaganju ćemo vektore i (ел/оге u trodimcn/Jonom Euklidovom 
provtoru zvati klasićoi \cktori odnosno, Uasićni lenzori. 

U ovoj Glavi će biti opisanc najjcdnosuvnije algcbarske i gcomctrijske 
strukture intercsanme za Tcorijsku fiziku. Waganje poĆinjc dctaljnom analizom 
algebankc sirukiure linearnog vekiorskog prosiora. Posle ovoga jc dat krući osvrl 
na gcomctrijsku stmkiuru meirićkog prosiora. Nakon loga su izložena osnovna 
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svojsiva tiormiranih prostora, koji prcdsiavlpju najvažniji primcr proslora н 
gcomcirijskom sirukturom koja iivire i z algebre, Rdaiivno siožcna algcburska 
i gcomcirijska sirukiura unitarnih i Hilhertorih prostora će, rbog vdike važnosii 
/п ргиг.смс u Tconjskoj fizici, bili opiirmjc izložcna u narcdnoj Glavi. 


8.2. LINEAUM VKMTOHSkl PROSTORl 


DtTinicija. Lineami rektorski prostor (poogjaiLic kaže samo linearnl pras - 
tof ili samo vektorskf prostor) je ma"£T kav _s^up ckmcnuu isic maicmaiićfcA 

! птоМЈГ eVTninaia~ лк alarom^ га kojc scjx>siul i ruju n ižc navcdcneo^i nc 
koje prcdsiavljaju gcncrah/jciju odgovarajućih osobma osnovnih opcracija kod 
vckioro. Ove dve operacijc iioc cdokupnu algebarsku sirukiuru jcdnog Iinearnog 
vcktorskoE prosiora, a gcorneinjska siruklura ve u lincarnom vckloiskom pros- 
loru nc uvodi. 

Sabiranje elemenata sc <kfini*e preciziranjcm pravila n* ovoovu koga je 
svakom рлги elcmenaia х. у iz pioslora X moguće pndružui jedan elemeni 
lakodc iz prosiora X\ ovaj poslcdnji ie obično naziva zbir zadanih ekmcnaia 
i mi ćcmo ga o/naćui v» \®y (ćiiaćcmo х plu$y; »pccijalan /пак © je uzct da 
bi sc nuplusik) da *c nc radi o obićnom sabiranju brojcva). Ovakve opcracijc 
којшш sc paru clcmcnaia iz daiog prosiora pndruiujc dcmcnt isiog prostora 
zovu se uopvic unutrain) t kompozlclfe. Sabiranje elemenaia kao unuirainja 
kompo/icij .1 lincarnog vcklorskog prostora mora imaii slcdcće osobinc: 

(a') Subiranjc inora bili asoeijativno, ij. /а svako х, у, хС.Х mora 

važiii 

(гфЈ)0х-2ф(Ј®г). (8.1) 

(b') Subiranjc mora biu komutaitmo. ij. /а svako х, yC.X mora važm: 

x®y-,®x. ( 8 . 2 ) 

(c') Mora poMojaii neutralni element 0, lakav da je jcdnakosi 

*®0-х (8.3) 

ispunjcna /а svako x£X. Ncuiralni clemem se naziva joi i nulti elemeni ili, 
kraće. nula. 

(U') Svaki clement xC.X mora imaii suprolni rlrment (-.х) lakav da 


je u\ck 


jr® (-.*)=*©*- 0; 


( 84 ) 


nuvcdcnu relacija islovremeno objaSnjava smisao znaka ©. Suprotni elemeni 
sc ponekad na/iva i inrcrzni (u oUnosu na sabiranjc) ili simetnčni. 

tnora itnatl sve osobine kanwialime [Ahelore\ £ГШ?е. Ј i o prcds iavlja gcrHrralt/a- 
ciju opcracije sabininja kod običnih brojeva. klasićnih vekiora, klasićmh len- 
/ога i mairica. Za o/naćavanjc ove operacijc se zb»»g loga u literaturi dosu 
ćcsio konsii obićun /пак + umesto speojalnog ф. 

Mnofenje demenata skalarom je uopšie operaoja kojom se ma kom ska- 
laru д (rcalnom ili koinpleksnom) i ma kom.clemeniu xC.X koordinira jcdan 
clcmcni iz X koji sc o/naćava sa «д. Opcracijc kojima sc paru clemcnata iz 
dva ra/Iičitu prosiora po odrcdcnom pravilu pridruiuje neki elemem i 2 jcdnog 
od la dva proslora zovu se spvljaSnje komposicije. Množenje demenaia skalarom 
kao spoljainja kompozicija lincarnog vckionkog ргомога mora imaii sledeće 
osobinc: 


(a") Mora biii asocijativno u odnosu na . nusoSenje skukpa, ij. ma 
koje xC.X i ma kojc a i^ гаога važiti 


(Рд).(«?)д. 


(b") Mora biti distributimo ujh/i&iu aiL sabicuajt^elemenata hnea 
tektorskog prostora, tj. uvčF’fhonrbili: 

«(х®Ј)-«*фа.К. (t 

(c") Mora biti disiributimo u odnosu na mnofen je suaip /n skaiara, 
ma za kojc n^iu svako х fž Х~тпотж bttr hparnjeffa _ jcJnakosi: 

(а l р»х-ах®р.г. (t 


(d") Mora važiii rclacija 


lx = x. 


gde je I jcdinica iz skupa skalora. 

Opcracije množcnja skalarom kod klasićnih vckiora, kod klusićnih le 
ra i kod mairica oćcvidno imaju svc nuvcdcnc osobine sp.iljašnjc kompozicije 
lincarnog vekiorskog prostora. 

I / rdacija (8 I >— (8.8) proistiće niz poslcdicn voŽmh /a razmairunje 
odnosa u linearnom vckiorskom prosioru. Najvažnije od ovih poslcdica nahrojane 
su u zudatku 8.1. na kraju ovc Gluve. l'rovcravunje njihovc ispravnosii jc sra- 
zmcrno jcdnosiavno i ćiiaocu sc prcporučujc da sc vcč nu ovom mcslu upoz- 
na sa njima. 

Može sc desiii da ncki podskup Y " X djlog linearnog \ckiorskog pro - 
lora prcdsuvlja jcdan lincaran sckiorski proslor sani :a st-br, tj. d.i ч činj 
nux da y x , y t £ Y sledi da jc lakodc i », J', ®«, У 2 € Y pri mu kakvim s'- 
larima а, i а,. U takvom slućaju čemo Y /vati linearnim potprosloroni pr 
lora X. v 

f'rimeri lincarnib vekiorskik prostora. Navedimo nckoliko pnmera lincal 
nih vcktorskih proslora i njihovih hncarnih poiprostora. 

(I) Klasićni rekiori. U prosloru kUsičnih vekiura A (A t , A 2 . A x ) dcfini- 
sane su operacijc sabiranja i mno/cnja skalaroni. opisanc u Glavi I. Ovc ope- 
racijc oćcvidno zadovoljavaju svc uslovc ( 8 . 1 )- (8.8), lako da klasićni vckiori 
ćine jedan Imcaran vekiorski prosior. Slavišc. prosior obićmh vcklora jc. u 
i/vcsnom smislu. poslužio kao u/or za defmisanjc a|»iraklnog hncarnog vcktor- 
skog prostora i često se Hemrnll ma kog linrurnog vektorskog prostora takode 
naztraju I vrktori. Isiaknimo ponovo da proslor klasičmh \eklora ima /apruvo 
hogaiiju sirukluru oego šio se lo /ahtev.i od Imcarncg vcklorskog prosiora, 
pošto su u prosioru vckiora dcfinisanc još opcracijc skalurno« i vekiorskog 
množenja. Prva od uh opcracija oćevidno mjc m spoljašnja m unuirušnja kompo- 
zicija (paru > ekiora se lom upcracijom pridružujc skalar), dnk druga p'cdsiavlja 
unutratnju kompo/iciju (paru rektoro se, po odredenom pravilu, pndru/ujc vekior) 
ah bcz osobina grupc. ZaiMo. za vcktorski proi/vod nc važi /акоп asocijaiivnosli 
(8.1). jer sc iz rriacije (1.40) ncposrcdno \idi da je A х (B х С)?ЧА * B) х C. Vck- 
lorski proi/vod mje ш komulanvan kao šio zahieva jcdnučma (8.2), јсг je, prc- 
ma (1.30), АхВ — ВхА. Ne postoji ni nculralm elcmcni; io bi bio veklor 
■ za koji bi pn proizvoljnom A vuiila rdacija A х a =. A. Vcklor A - n je uvek по- 
nnalan na A i nc možc bili jednak ovom \ekioru, i/uzcv irivijalnog slućaja A - 0 
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(2) Klaiićni lenzorl. Sabiraoje kfasičnih icn/ora *J i njihovo 
innožcnje skaJarom. dcfinisani jcdnačmama (4.33) i (4.12), zadovoljavaju sse 
us |ove koji se zahievaju od lineainog vektorskog prostora. I prostor klasičnih 
icnzora ima zapravo bogaiiju algebarsku strukturu. Naime, osim operacija 
potrcbmh za lincarni vcktorski prostor. definiaane su joi i opcracija tcnzorskg 
množenja (4.35) odnosno (4.36) i operacija obrazovanja konjugovanog 
icnzora (4.27). Prva od ovih opcracija je tako uvedcna da oesingularni 
icnzori u odnosu na nju takode čine grupu. ali nc komuutivnu. Druga od 
pomcnulih operacija uopUtc nije kompozicija. 

(3) Mairicr Jaiog tipa тхп. JcdnaČine (5.4) i (5.6) kpjim* ** ma- 
trica datog lipa тхп dcfmiiu opcracijc sabironja i množenja ikalarom jasno 
pokazuju da jc i to jcdan lincaran vckiorski prostor. Napomeoimo uzgrcd da 
malrićno mnoienjr (5.7) пџс. u opilem slućaju, unuiralnja kompoztcija. Na.me, 
ova operacija je dcfimsana za pcr matrica od kojih je prva tipa тхп a druga 
tipa пхр, dok jc proizvod tipu тхр. lio znači da se poru clemenata iz dvaju 
lii/lićiiih pr»xvtora pridružujc element trečeg. Jcdino kod kradrainih mairlca ćc 
matrično množenje biti unutralnja kompozicija i. ako se ogramčimo na netin- 
,-ulurnc kvudratnc matrice, imaćc osobinc grupe (alt ne korauUtivne). 

(4) Prosior £,. To je prosior ćiji »u elemcnti uređni agregati od k 
(rculnih ili kompleksnih) brojcva, 

£* Зх - (5,, (i. • • • • • 

hlcmcnte ovog prostora možemo gcometrijski shvaiiu kao učkc jcdnog (u opitem 
slučaju kompteksnog) *-dimcnzionalnog pcusiora. ili Uo vektore povučeoe iz 

UČkc (0.0,0 0) („koordinatni početak-) u tačku .... 

Za irvcsne pnmcnc je cdishodno uvesti ogramčenje da »u brojcvi ^ („koordi- 
natc tiić.ika" ili „komponente vektora**) realoi, i u tom slučaju se govon o 
prosioru R k . Prostor E t možcmo učiniti Imcarnim vektorskim prostorom. ako 
sabiranjc i množcnjc »kelara definilemo ua skdeći oačm: 

*©Г-(*ј+Ч,Л + ’)*•••• + (89) 

ex-(e5,. «(,. .... ■£*)• 

Ove rdacije su neposrcdnc generalizacijc analogih opcracija vektorske algebre 
kod klasičnih vektora. 

(5) Skup s svih bcsk onaćnih ntzota, £,. ••• • (j* • •) bide 

tukode lincarni vcktorski proslor. ukoliko se zbir dva beskonačna niza defim- 
Sc kao beskonačan niz čijt su članovi jednaki zbiru korespondemnih članova 
mzova-sabiralu. a proizvod skalara i bcskonaćnog niza defmik kno beskona- 
čan niz čiji se ćlanovi dobijaju mnoienjem Oanova polaznog mza tim skalarom. 
Drugim rcčima, trcba staviti: 


*©У-(5,+Ч|Л + , )ј ^ + ’L. •• •)• 

**“ (*C|. “C|. ••• » )• 


(810) 


Ove đcfinicijc su dalje gcneralizacije relacija (8.9) iz £,. 

U ovom prostoru sc može izdvojiti nekohko lincarnih potprostora od inlere> 
sa /а prnncne. Takav je, rccimo, skup svih ogranićenih nizons. tj. nizova čiji su 
svi člunovi po apsdutnoj vrcdnosti manji od nekog brpja karaktensiićnog za 
dati niz. Uobičajeno jc da se ovaj skup označava sa m. 

Djklc, 

r>i з z — (5,, ^2* ••■ » •••); 
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Nije tdko pokazau da je ovo zaista lincarni poiproslor prostora s. tj. da ako 

iu х.уЕт da jeooda i а.хфв^-К 5, + «,*!, «, 5* + «гЧ.» ••;) 

elemcnt tog skupa. To se vidi iz slcdcćeg mza očcvidmh ncjeduakosn 

|«,С+« 3 *!£1«Л1+Ј« 1 ч.1-К|1*.|+1«а1 1*1 £ 

SliČno se može pokazati da ćc skup xv/A konvergcnlnih nizova c takode biti jcdnn 
lioearoi poiprostor *. Naimc, zbir dva konvergcntna niza u smislu relacijc 
(8.10) je uvck konvcrgcntan niz, a isto važi i za proizvod nckog konvcrgcninog 
mza i skalara. Skup svih nuia-nizova c, (tj. nizova čijn jc granična vrednost 
jcdnaka nuli) je takode očevidan primer linearnog potprostora u prostoru s. 
Od posebnc vainosti u primenama jc skup 1 Џ beskonoćnih nizoiti х » (5, £,. . . . , 

5 ) sa osoblnom da sunui £ konvergira-, osdc jc p ucki rcujun i 

I 

pozitivan broj koji nijc manji od jcdimce (p^l). Da je ovakvom osobinom 
izdvojcoi skup beskonačnih nizova zaisu linearm poiprostor s, vidi sc iz 
Mmktmskhjcre nejednaćtne ха sume. Kao Ito jc poznato iz matemaiičke anali/e 
(v. i zadatak 8.2.), Ova nejednačma una oblik 

I i važi za svako ji^l. Daik. ako su onda гл bcskonačni oiz 

«,*©«a7-( e . S. + *j4i. *,С| + «1П|. 5.+ *, Ч-..-) 

na otnovu Minkowski-jevc ncjednačinc (8. 1 1) miamo: 

i I i 

i _i 

Poiio napiuna nejcdnakost vali гл svako n. možemo pustiti da /i-*oo, pri 
čemu dcsna strana konvergira, jer su mzovi х i у po prctpostuvci ckmcnli \ џ . 
No, to ooda znači da konvergira i leva strana iitc ncjcdnakosti. tj. da je i 
a, хф«, у dcmcat istog prosiora. 

(6) Nabrajanjc primcra linearnih vcktorskih prostora zavrtićemoprojfo- 
rom C[a,b ] srih neprekidnih funkcija defmisanih u dalom zatvorenom Inierrahu 
[в.АЈ. On posujc lincaroi vektorski proslor ako sc unutraSnja i spoljaSnja 
kompo/tcija defmiSu kao obično sabiranjc funkcija i nj.hovo mno)cnjc brojcvima 
(ovakva dcfinicija algebarskih operacija ima smisla, jcr su zbir dve ncprekidne 
funkcije i proizvod neprckidne funkcijc i konstantc uvek ncprckidnc fuiikcije). 

I ovde se može izdvojiti nckoliko lincarnih porprostora važmh u primc- 
nama. Nije icSko videti, na primcr, da skup svih polmoma nojvde k-iog siepena 
P k [o.b) ili skup svih neprekidmh periodićnth funkcija sa pertodom b-a. Č [a, b] 
prcdstavljuju, svaki za scbc, jedan lincarni vcktorski prostor, tako da su oni 
lincarni potprosiori u prostoru C [o, b\. 
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I'oseban inleres predstevljaće linearni potprostor C[a,b\ koji obraruju 
sve neprekutne funkeije kod kojih inle S ral J\x(t)\'dt konvergira 0»^J). Nave- 

dcni intcgral shvaiamo u uobi&jjcnom (Riemann-ovom) smislu, a posmatrani 
^kup ncprekidmh funkcija ornafiavamo sa С џ (e. b\. Da jc ovaj skup linearan 
prosior /а sebe slcdi iz gencralizacije Minkowsk»-jcve nejednačine (8.11) na 
integrute; dokazivanjc je analogo onome kod prostora l r 

Ovih nekohko pnmera jasno poknzuje da je konkretna priroda elemenaia 
linearmh vektorskih prostora vcoma raznovrsna. i da svc ovc prostore objcdi- 
njuje sumo postojanjc unutrainjie i spoljainje kompozicijc sa osobinama 
(8.l)-(8.8). 


LINEARNA NKZAVISNOST. IZOMORKIZAM UNEARNIH VERTORSILUI 
PROSTORA 

Fojam lineamc aeza.iumrti. Za konočan broj x u x^..., х„ elcmcnata da- 
tog lincarnog vcktorskog prosiora kaicmo da su Ilnearno nezarlsni ako rdacija 

®i*i ©•***© Ф в « дг -.' гв (8 12) 

rnoŽc biti zudovoljcna jcdino kada su svi skalari a, istovremeno jcdnaki nuli. 
Onda jc, naimc svaki sabirak gornj« sume ponao*>b jcdnak nultom dcmcntu 0. 

Ukoliko razmalramo beskonačan skup x u X u .... x„ ... etemcnaia nekog 
linearnog vcklorskog prostora, smatraćcnto^d^su^oni ^hncarno^ nczavi*oi ako 

Nulli demenl se, očcvidno, nc moie pojaviii ш u kakvom skupu linearno 
nczausmh clcmenala. 

Utvrdivunjc lincarnc nc/avisnosti odnosno nviuoati dalog skupa (konač- 
nog ili bcskonačnog) dcmcnata nckog hocarnog vektorskog prostora vrii sc 
prcmu krncrijumima koji ae formuliiu u skludu sa konkretoim osobmama 
posmntronog hnearnog vckiorskog prosKHa. U prosiom klasičaih vekiora, na 
pnmcr, lincurnu zavisnosi dva vckiora znaći, prema ( 8 . 1 2), da su oni kolme- 
urm i vcktorski proi/vod un jednak nuli. Obrnuto. ako vxktorski prouvod dva 
raduna vckiom nijc jcdnak nuli. oni su Imcarno ne/avism. U istom provioru 
čc iri vekiorJ bili lincurno zavism ako su komplanarni. ij. ako im jc mcJoviti 
proizvod jcdnak nuli. Ako, pak. mdovili proizvod tri vcktora mjcjcdiuk nuh. 
oni su Imcurno ne/avisni. Višc od tri vekiora u provioru klasičmh veklora su 
uvck linearno zavisnt, јсг se svaki vekior moJe napisali kao linearna kombi- 
naciju in nckomplanarna vckiora. kao Sio sc vidi iz Gibhs-ovih rdacija u 
/uduiku 1.25. U prosloru C[a, b] ncprckidnih funkcija sc linearna nc/avisnost 
unrdujc pomoću Wronski-jeve dcicrminanlc, koja гаога bili razlitiiA od nute. 
Tako sc mo)e proveriti da funkcijc 1. t, t\ t\... obrazuju bokooatan o.z 
linearno nczavisnih clcmcnata u prostoru C[a, b\. 


/vuti k-dinwn:ionm, akou 


vcktor skr'p ros ior ćc bm be skoaaaut dmtmiooi. \ 

llusirujmo ovaj pojam sa nckoliko primcra. Prosior klasičmh vekiora je 
oČevidno irodimcn/iom. jcr u njemu mogu postojuii samo tri hncarno nezavis- 
na vekiora. Ncku su io neki vekiori A, t A, i А,- Ma koji drugi vekior B se 
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možč, prcma pomenuloj Gibbs-ovoj rdaciji iz zadutka 1.25, prikazati kaoB 
— (В-АГ')А, (sumiranjc po indcksu koji sc ponavlja), lj. medu vcktoriina A 
Aj, A, i B posioji rdacija (B АГ')А ( + (B- АГ') A, + (B Af') Aj-B-Ooblika 
(8 12) koja je zadovoljcna kada svi skalarni kocficijcnli nisu jcdnaki nuli. 
Slično se možc vidcti da je prostor kJasičnih tcnzora dcvcioduncnzioni. Devet 
tcn/ora oblika 7, e,}. koje smo u Glavi 4. zvali koordinaimm 
dijadama i čije nutrice imaju sve demcnte jcdnakc nuli osim onog u /-loj 
vrsii i >-ioj koloni koji јг jcdnak jcdinici, očevidno su lincarno nezuvisni 
(formalan dokaz jc dat u zadatku 8.3.). Svaki drugi tcnzor sc, u skladu sa 
Jcdoafimom (4.16), može prikazati u obliku 7 - Tj, r J ,, (sumiranjc po indeksima 
koji sc ponavljaju), Jio znači da če rdacija Тџ7ц — 7 = O (ovde je O ncutralni 
dement za operaoju subiranja lcnrora, ij. nulo-ien:or) vuJiri i kuda svih dcvct 
kocficijcnaia u njoj msu istovrcrncno jcdnaki nuli. Daklc, dcsct icnzoru je 
uvxk hncarno ravisno. 

S drugc siranc. prostor i svih beskonačnih ni/ova jc bcskonnčno dimen 
ziooi, jcr su njegovi ekmcnti х, -(I, 0. 0. 0, . . .), х, -(0. I, 0, 0, . . .), х, - 
-(0,0, 1,0,. ..),... očevidno lincarno uezuvisni. Ista situuciju jc i su pros- 
torom C[a,b\ ja vc t pomenute funkcije I, I, l\ l\. . . obrazuju bcskonafian 
skup linearno nczavismh dcmenata. 

LiucaL Ncka su x,,x,... . х. lincarno nczavisni dcmcnii u dntom linc- 
arnom vektorskom prosloru Njihova linrorna kombinaeija 


х -e, X,©»j x,@ 


(B.I3) 


će. za svaki izbor skaiara e,,e, prcdsiav(jati ncki ctemcnt uučeoo 

hoearnog vcktorskog prosiora. Skup svih etemcnata х obhku (8.13) obrazu 

lineal noJ elemennmo X, , X, x m . 

Ako jc dat skup lincarno nczavisnih ekmcnata koji sadrži bcskona 
mnogo dcmcnaU, pod lincalom nud njnn podrazumcvačcmo skup svih lim 
mh kombinacija obiika (8.13) sa konočmm brojem sabiraka. Ovakva dcfinic 
se daje zbog toga Jto se linearnc kombmacijc sa hcskonačnim brojcm sabira 
(Sto bi odgovaralo redovima) uopStc ne mogu ra/matrati u linetmom vckto 
skom prostoru. Naimc, piunjc cgzislencije sume sa beskonačnim brojcm sabi 
raka je povezano sa pitanjcm konvcrgcncijc, a ovo je sa svojc stranc u vez 
pojmom rastojanja. koji u lincarnom vekiorskom prosloru nije dcfinisun. 

Navcdimo i ovdc nckoliko primera. U prostoru klasičnih vcktoru, hncal 
nad lincamo nczavisnim ctemcnuma », i e. b če skup svih vektora oblika *- 
-»,€, + 8,6,, dakte vckiora koji lcže u х, Ox,-ravni. U prostoru ktasičmh ten 
zora, lincal nad hncarno nezavisnim icnzorima 7 t fj}. 7, — {e,, t) i *7, 

— {e„ e,} je skup tenzora oblikar 

7-* у 7, + *17 х **>7>- 


0 


tj. skup svih simetričoih tenzora Ciji sc glavni pravci poklapuju su e,,e { i 
e,. kao Sto se vidi i iz jednaćmc (5.50). Lincal nad bcskonučno mnogo line- 
arno uczavisoih ncprckidnih fuokcija X, (0-1. x iO)-l. *»(0-**. •• • ild- 
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u prosioru C[a, b] j« skup »vih poJioom« konaćaog »lepcoa. SIićoo lome. u 
prosioru s sv.h bcskonačoih mrova l.neal nad beskonaćniro o.zoro linearoo ne- 
zuvjsmh elerocoata 

x,-(i.o. 0. 0....). *,-(0. 1.0. 0....Х x,-(0. 0. 1.0. 

bićc чкир bcskooačnih oirova koji imaju samo konaćan broj članova različil od 
nulc. Svi navedeni priroeri su odabrani tako da lincal nad dai.m eleroentiroa 
predsiavlja sarao jedan linearan paiprostor datog Imeamog vekiorskog prosiora. 

Algebanka baza. Ako se lineal nad daiira skupoin Imeamo aezavisnih 
clcmenuia poklapa sa cdiro uoćenim Iracarnim vcklorskim prosiorom, kaleroo 
da ti clcmcnti obrazuju jednu algtbarsku (ili Hameknu ) baiu log prottora. 
U k-dimenlionam Hneornum vektorskom prostoru algebarska baza bna taćno k ele- 
menaia. Zaisia, po definiciji k*dimenz*onog prosiora, dodavanjem skupu od k 
l.ncarno nczavismh clcmenaia jo5 jcdnog ma kog ckmenia dobija sc linearno 
zavisan skup od (* + 1) elemenia. Drugim rečima. dodaii elemeni se mtfc iz- 
ru 7 ili kao Imcurna kombinacija prvobiinih * clcmenaia i pnpnda Iraealu nad 
njima. Algcbarska baza nijc jcdnoznačno odredena i srakl k-dimensionl kneami 
vtktorski prostor mo!e imatl beskonaćno mnogo algebanklb baia. Ove ba/e su 
mcdusobno ekvivalcninc, ij. lracal nad bilo kojom cd njih s« poklapa sa celim 
posmairanim prostorom. 

U prostoru klasičnih veklora, na primcr, e, i *, obrazuju jednu aige- 
bursku ba/u. Мн koja druga iri linearno aczavisna vekiora će takode obrazo- 
vaii algcbarsku bazu ovog proslora. Slično iomc. u prosioni klasif n h ccn/orm 
dcvci koordinainih d.jada •») obrazuju jcdnu aigcbarsku bezu. U pros- 

loru E k je icdnaalgcborska baza daia skupom ckmenaia oblika «,-(!. aO,... . 0 ). 

e. = 10 . 1.0 0 ) i ma koji drugi ekrocni se 

može, prema (8.9), napisati u obliku 

U-*.*,©Sj'»©* 

iz koga sc vidi da pripada lincalu nad demeotima bma. . 

КоЛ beskonaćno dimemionih linearnib rektoeskJi prottora »Ivar je slotaiija. 
Mole st Jesltl da algebarska baia i ne postoji. tj. da ne postoji takav besko- 
n;.ćjn skup lincarno nezavisn.h ekroenata da se ma koji drugi clemcnt tog 
prosiora može prikazaii кло njAova linearna kombinacija sa konačrom brajem 
sabiraka. Na primcr, skup »vih polinoma konačnog sicpcna je bcskooačno duueo- 
zioni lincaroi vektorski prostor u kome funkcijc *,(*)- I. л:,( 1 )-#, * • • •• 

predsuvljaju jcdnu algebarsku bazu, јег, кдо Iio je vcč rečeno. l.neaJ nad ovim 
funkcijama Mdrži sve pomenute polmomc. Meduiim. u cdom prosioru neprc- 
kidnih funkcija C[a. b). gornj. beskonačan n.z funic.ja nij* baza. svaka nepre- 
kidna funkcija x(r) sc raoic doduk prikazaii u obliku bcskonačnog McUunihOvog 

rcdn х(|) Ч/’, ali ovakve suroc sc ne mogu razmatraii u pcosioru koji ima 
.-o 

samo algcbarsku sirukturu lincamog vektorskog prostora. 

Algcbarakl izomorfizam. Ncka su L i L 9 dva l.nearna \<ktorska prostora, 
mcdu ć.jim clcmeniima je def.msana o*x>siraoo jednoznačna korcsponthrac.ja 
х *-» х*. Tu korcspondcnciju zovemo algebarski iiumorfaam. ukoliko iz 
х х* i / *-* у* proizilazi i 

х®/ — *•©•*•. ex +-> *x«. (8-«4) 

ma /л kakva cJcmcnie х. у 0 L i ma a kakav skaJaro. Ovde je sa ®* ozna- 
čcna unuirasnja komp.‘ZiC«ja u L m . 
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Dva k-dimcnziona Imcarna vckiorska prosiora sc uvck mogu uČmili 
algebarski izoroorfmm. Korcspondencija х *-* х* koja će laj izomortizam defi- 
'nisaii usposiavlja se na slcdcči način. Najprc se u oba prosiora odahcre po 
jedna algebarska baza; njihovc clcroenic ćemo oznaćili sa х,. х г . . . х* i 
X|, xl. ... , xl respckuvno. i siavićemo х, +-* x„ х, •-* Хг, ... х л +-* x». Za- 
lim proizvoljnom eleroeniu iz L. koji se moic prikazaii u obliku х- 

— a, х, ф«, x,@ ...@а*х 4 pridružujcmo, u skladu u relacijama (8.14), clc- 

roeoi х' xl©’ ac,x^@* ... « L ' ■ T,mc i® al*cbarska sirukiura 

jcdnog prosiora poipuno prtslikana u algcbarsku sirukiuru drugog To znači 

da su uzajamno koicspondcntni ckracoii dvaju algcbarski izoroorfmh Imcamih • 
vekiorsk.h prostora jednoznačno odredn. specificiranjcm skupa skalara 
(«,. a.) koji prcdsiavliaju kocficijeme uz uzajamno korespondcntne e)c- 

гоеше baia. Simbolički lo možcmo pisaii: 

. х*«, х,©«,*,® ... ®«»x 4 «-* («,.«, «»)• (8.15) 

Na primer. skup od čeiiri skalara (I. -1. 2. 2) možc piedsuvljaii demcnic 
razlićilc konkrcioc prirodc u raznim čelvorodimcnziooim prosiorima. Ako se 
radi o prostoru matrice tipa 4 х I i ako su u tom prostoru za algebarsku bii- 
zu uzete malr.ce m,-(l 000). m,-(0 10 0). m,-(00 I 0) i m 4 -(00 0 1). 
ooda navedeni skup od čeiiri skaJara prcdstavlja matncu m-l m,-l-m,+ 

, +2 m,42 m -<| ~ I 2 2). S drugc nranc. u prosloru polmoma najvilc ire- 

ćeg strpcna sa bazom P,(0- I. Л(0-*. Л«-/ 1 . 4 Л( # >-' *«* *ЧЈ * 
čciiri skaJara predsiavlja polinom p(r)“ I 'Pi( 0 - * ‘ Л V) + 2 • Л (0 + 2 ■ (f) - 

- 1 -#+ 2 r*+ 2i*. U prosioru E 4 sa bozom r, - ( 1 . 0 , 0 . 0 ), e, - ( 0. 1 , 0, 0), 
e t m (0. 0. 1, 0) i e 4 -(0, 0. 0. I) posmairana čeiiri skalara daju četvorodimenzr- 
ooi vekior х-е, -e t + 2e, + 2e r 

Ponekad jc celisbodno algcbaraki izomorfnc prosiorc irciirau kao različiic 
reaJiioeije isiog prosiora. U konkremim računanjima sc obično uzima du je to 
prostor matrtco koLma \ relacija 18.15) se zamenjuje sa 

х-а.х.фвЈХ,© ... ®a k x k *-*m- \ 

• 

a * 

Taj pnncip smo već ranije konslili pri pisanju foimule (5.27). 

«.«. MKTHICKI phostobi 

Akdoml rmatojaajm. Prosior X će bili metrlćki prostor ako sc definiSc Ila 
će se podrazumcvaii pod rasiojanjem izmcđu ma koja dva njegova demcnu. 

Ij. ako je prtcizirano pravilo na osnovu koga se »vakom paru demcnata x,y € л 
možc pridružiti jedao realan skatar koji ćemo obdeiui sa p(x,y) i zvaii 
rastojanje. Po analogiji sa istoimcnom vdičinom u običnom Euklidovom prostoru, 
рп dcfmisanju rasiojanja sc mora vodili računa da budu zadovoljcni slcdeči 
aksiomi raslojanja 

(а) p (х. j)ž0; p(xj)-0 « i-ž, (nenegailmost ) (8.17) 

(б) p (х. у) - p (/. х). (simethćnost) (8.18) 

(/>) p (х, /)^р (х. 2) + p (у. z). (,/ thcija trougla “) (8. 19) 

Definisanjcm rasicijanja u skladu sa gornja iri aksioma. kazemo da smo u 
daiom prostoru X uveli metriku. U skupu istih maiemaiičk.h objekata mogu se, 
u pnncipu, uvodiii različiic metnkc. Timc *e dobijaju razlićtli rr.ctr.čki prosiori. 
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Da bi sc u nekom prostoru roogla uvesti roetrika, оп ne mon biti lioe- 
aran vckiorski prosior. StaviSe, ni/e neophodno postojanje bilo kakve algebar- 
skc Mrukturc u njcmu, јег aksiomi пшојапја ne impliciraju nikakve aJgebanke 
opcracijc. Mcdutim, u Tcorijskoj fizici su od intcrcsa prvcnstvcno liocarni 
vckiorski prostori sa uvedcnoro roctrikom. 

Primeri mctrićkih prostora. Ilustrujmo sa nekoliko primcra naćin uvođcnja 
mclrike kod vcć ranijc razmoircnih linearnib vckiorekih prostora. 

(I) Prostor Е л 3 x-(5,, Cj, ... (*) može se u6nili metrićkiro na v3e 
naćina. Obićno se rastojanje uvodi relacijom 


I 


( 8 - 20 ) 


Nije iclko provcrili da su aksionu rastojanja (8. 17) -(8. 19) uvek odovoljeni. 
Ncnegativnosl i simclrićnost su oćcvidne, dok vaineje relacije trougU prouilaii 
iz Minkowski-jcvc nejednaćine za sume (8.11). ZUista: 

± ± 

i 1 . ' 

ž( i |5,-C.I'} 7 +( i 1С.-Ч.1')' -?(*. л - 

Za svako konkrctno p imaćemo, zapravo, drugi roetrićki prostor; uobićajcoo je 
da ih radikujcmo oznakama £l /> . Zapazimo, uzgrrd, da jc E? ob.ćno Eukli- 
Jo * projiof. Za p-*oo dobija и relacija: 

p(*.>)-nrax|C,-rJ, .(8JI) 

којд, dakk, dcfinik mctnku prostora Ei"*. Naimc, za vrlo veliko p. suma 
u i/razu (8.20) sc ponaiU kno njcn najveći sabirak, ođaklc sledi (8.21). 

(2) Prostor svih bfskunoinih nizoto л B Х-(£,, .... ... ) posiajc 

mcirlCkl prostor ako sc rastojanjc defmitc rclacijom: 

»п.л- (t22) 

•-I 2 * , + 

Ovako definisana mctrika ima sigumo smisla, jer je uvek — - J, 

1 + 1 >» “ ]l» I 

pa navedena suma sigurno konvergira ma za kakve ckmente х i у ч s. Da 
izraz (8.22) zaisia defmilc rastojanje lako se mob provcrili. Vaicnje aksioma 
ncncgalivnosti i simetrićnosti jc oćevidno. Relscija trougla kod ove metrike 
proiulazi iz ncjcdnaćinc 

J^±AL<_l±L + JiL. (8.23) 

i + |«+P| ) + l«l »+1P! 

koja, sa svojc stranc, slcdi iz osobma funkcije /( f >- * D* re ^ Ul ' m 
nom se možc neposrcdno pokazati da za tu funkciju važi 

r,,. . .х. ',M'.+'l + ?> 


/(',)+/('!) -/(', + 'l) + 


('.+ »)(',+ «)(', + '»-+ «) 
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pa, ako su /. i /, pozitivni, imarao /(/,)+/(/,)>/(', + /,). Sio se poklapa sa 
(8.23). Suvimo li. dakk, u (8.23) redom i P = C.-i). (v- 1. 2, ...). 

p e svaku nejcdnaćinu pomnožimo sa — i zaiim ih sve saberemo, rclacija 

2* 

trougla ćc bili dokazana. 

(3) Prosior nizota /,Зх-(^, £„.... C«. •••): Ž |&.| /<: + 00 može pos- 

tati meirićki ako sc u njega prcnesc mcirika (8.22). U tom slućaju on ćc bili 
prosto metriikl potprosior prostora s. Za pnmcne jc, mcdutim, intcrcsantnijc 
uvcsti speciHĆnu metriku: 

»ЛЛ-Ци.-чЈ'}'- <j » •>■ <8 ' 24) 

koja jc geoeralizacija mctrike (8.20). Da sc navcdenom formulom zaisia možc 
uvcsti metrika »lcdi iz Minkowski-jevc ncjcdnaćine (8.11), na osnovu koje sc, 
za tvako konaćno k roože pisau: 

Sume sa desnc strane su ograniflcne za svako k, јег redovi £ | ILf 1 


konvergiraju (х i / su ekmenti /Д uko da moJemo pustiu da k-+*, 
»■I 

I konsutovati da suma sa leve stranc konvagira. Dakle, jcdnaćina (8.24) ima 
smisla za svako z,/gL Dokazivanje važcnja aksioma rastojanja (8.17)- (8.19) 
je analogo kao kod £» . Ako u (8.24) pustimo da />-»», dobićcmo mctnku: 


p(x,/)- sup |^- n-l. 
!««<*• 


(8.25) 


Odgovarajući metrićki prostor oznaćavaroo sa /-. Supremum (oznaka sup) je 
najmanji od svih brojeva koji nisu raanji (dalde, veći ili jednaki) od brojeva 
zadanog skupn, u ovora slućaju od ćlanova naznaćcnog niza poznivmh brojcva. 
Ako dali mz brojcva inu maksimum (tj. ima najveći ćlan, kao Sio je ilućty, 
na pnmcr u mzom ^,-v J r~' ć(ji najvcći ćJan odgovara v-2) tuprcmum se 

poklapa sa makaimumom Kod nizova bcz maksirauma ^ iui primcr, L," I - j 

suprcmura jc ili granićna vrednosi niza ili njegova gornja taćka nagomilavanja. 
IkikJe, metnka (8.25) je gcncralizacija meirike (8.21). 

(4) Prostor neprekiinih funkeljo С[а, Z»j9x(r) poslaje mctrički prostor, 
ako sc za rastojanjc izmcdu njcgovih clcmcnata u/mc: 

P(x./)- шах |x(/)-/(/)|. (8-26) 

Ovakva n ctnka odgovara uobićajenim zahtevima kod aproksimiranju jcdnc 
funkcijc drugom. Pri tome se, naime, dvc funkcije obićno smairaju bliskim. 
ako sc u daiom inicrvaiu (o. 6] njihovc ordmaic nc razlikuju mnogo. ij. ako 
je rastojanjc u smislu (8.26) malo. Provcravanjc važenja uksiomu rasiojanju 
je trivijalno. U izvesnom smislu, o\de se radi o gcncralizaciji mclrikc (8.25), 
jcr sc funkcija u datom inicrvalu odrcduje skupom svih svojih vrednosti. 
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(5) Prostor С,[а, / \x(t)\'dt< + » је pdprostor gonijcg pro- 

stora. pa sc i u njcmu možc uvesii mctrikB (8.26). Za primcne je. mcđutim, 
inicresnntnijc uvesti rastojanje relacijom koja proizilazj iz (8.24): 

» J. 

Р(х.>)-|/1х(0-у( 0| #л ) # . (P> 1 \ (8-27) 

S 

i koja ima smisla («j. ntpisani integral nc divergira) a bilo koje funkcijc 
',7 C, \a, b). Formalan dokaz konvcrgenc.jc mtegrala je analogan onome u pros- 
toru L, i vasniva sc na gcnenilizaoji Mmkowski-jeve nejednaime (8.11) na 
mtegr.ilc. Metrike (8.27) su celishodnc u onim problemima gde je pnrodno 
d\c funkcije stnalraii bliskim kad je intcpral koji sc pojavljuje u (8.27) tnali, 
kuo ito jc. na primcr, slućaj u teoriji integralnih jednaima ili p rt aproksimi- 
ranju zadanc funkcijc irigom»racirijskih polmoma u smislu mctode najmanjih 
kvadrata. 

Niroti ii melrlvkom prostora. Posmatrajmo beskona«an niz elcrocnata х,, 

л x„. ... datog mctričkog prostora X. Radi kraikoćc ćemo ovaj niz o i- 

niiĆavuti ui (*,). Defimlimo sad nckoliko pojmova analognih omtiu u leonji 
obićnih brojnih ni/ova. 

Niz (Д'Ј <fc biti ogmmčen ako postoji realao i pozitivan broj M takav 
da jc р(а и . х л )<М ta svako m i n. Na primcr, u prostoru C(0. I] ta metri- 
kom (8.26) b.ć« nimvi neprekidnih funkcija • . # . 

M,0 <»<-, a. 0<1 <у 

*,(0* " *.(')- (® 28 ) 

I. — <f< I — , -</<l 

и ix 

prvi ogrunićcn a drugi ncograniCen. Naimc, maksimalna ra/lika ordmata dvtju 
fimkciju-ćlunova niza u prvom slu&iju je najviic jcdnaka jcdmici. dok jc u dru- 
gont slućaju jcdnaka rarlici indeksa otLbramh ćlanova niza, p(*». xj -- 1 m- n |. 
i moic bitt ućmjcna po volji vdikom. 

Niz (.»„) ćc bili копкгцепит. ako postoji element x£X koji zadovoljava 
uslov du sc пш za kukvo unuprcd odabrano e>0 može naći prirodni broj N (c) 
takuv da jc p(x„x)<« /а svako n>N[t). ili. prostije rcćcoo. ako postoji 
clcmcni x(=X takav da niz brojeva р(ж., ») tcii nuli kad л-***. U tom slu- 
ćuju clcmcnl х zovemo granično vrednosi mza (х.) i piicmo Um х.-х. Na 

рппкг, niz beskonaćmh nizovu 




(8.29) 


/ I 1 1 I \ 

" I • Z~ • Z~ Г 

V п 2п 3n vn / 


• • • 


konvcrgira ka clementu x = (0. 0. 0 0. ...) u smislu mctfikc prostora /„ 

odrcdcne rclacijom (8.24). Zaista, . • - 

---шнг-даЈ!- 

/iz maiematićke anulizc je poznato da je ? - V pe jc lim x, = x. Isti 

\ | v ? 61 ■— 

niz beskonaćmh oizova (8.29) konvcrgira ka istoj graničnoj vrcdnosti i u smislu 
roetnkc (8.25) p»ostora /«. jer Je oćcvidno: 

?(x..x)~ sup - — 0 - sup — = — -►0. 

I5«4> Vfl i i f » < ♦ • v л fl 

Kao drugi pnmer navcdimo da nizovi funkcija (8.28) nisu konvtrgcntni, јсг 
granićoc funkcijc koje sc dobijuju pri fl-* «» ni»u uopilc ncprekidnc. tj. n« 
pr.padaju posmatranom prosloru. • i 

Lako je vidcti da jc svoki komergeniun niz ogranićen. I>i bismo ovo po- 
kazali uo&ćcmo jcdnu zatvorenu kuglu poluprcćnika o>0 oko elementa х 
koji predstavlja gramćnu vrcdnost niza (х.) (zatvorena kugla jc skup svih cle-' 
mcnata dalr»g metnćkog proslora ćijc rastojanjc od dalog clcmenta tog prostort 
je raanje ili jednako daloj vrcdnost. oj. Pofcio jc niz (х.) po prcpostavci kon- 
vcrgentan, u ovoj sc kugli nalazi heskonaćno mnogo cleiuenaia niza, a van te 
kuglc samo konaćan broj ovih. Mcdu rastojanjmui i/mcdu granićnc vrcdnosti 
i elemcnata van uot'cnc zatvorcnc kugle sigurno postuj. najvcćc (konatm skup 
po/itivnih brojcva mora imati maksimum). Ako. daklc. oko granićne vrcdnosti 
op.lcmo novu kuglu poluprećnika vcćcg od nujvcćcg mcdu pomcnuiim rustoja- 
ojima, u toj kugli će se nalazili svi ćlanovi posmmranop. m/a. Rasiojanje izmc- 
du ma koja dva ćlana ша bićc. onda, sigurno manjc od dijamcira ovc kuglc, 
ito znaći da jc ni z ogranićcn. 

Niz (х.) demenata datog mctrićkog prostoru sc /ove Cauchy~jec (ili Jun- 
Jamentalan), ako ma kakvom unaprcđ odabranom «>0 odgovara neki prirodm 
broj N(c) takav da jc p(x..x.)<c za svako m. n>N( c). Na prtmcr. n.z bcs-i 
konaćnib nizova (8.29) jc Cauchy-jcv, i to kako u smislu metrike prostoni /„ 
tako i prosiora /«. Da bismo sc u ovo uvcrili, posmairajmo najprc p(x e , xj 
u smislu meirikc prosiora /,: 

1 -}г“Т )^Јг' 

Napisana nejcdnakost proi/ilazi iz ćinjenice da jc mcdul nizlikc dva broja 
sigurno maoji od rbira njihovih modula. Ako, dakk, odabccemo N — ~^- 
imaćemo za m>N i fl> N dalje- 

čime je dokazano da jc niz Cauchy-icv. Proanahzirujmo sad ovc iste nizovc sa 
sianovifcia metrikc iz /.: 

I I I I I 1 I I * 1 

p{x m . Xj- sup — 7* 
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Opci jc. za — , sigurno p(x e . хЈСс, ц. oiz je Cauchy-jev. 

Uop?ie. SfOki konvergenuan niz je Саискујп. Nairoe, око je (xj koovw- 
gcncan niz čija je gramćna vrcdnost х, onda >e na osnovu retacijc trougla (8.19) 
možc pisaii 

p(x m . xj<p(x., x) + p(x. ХЈ. 


a dcsna strana sc zbog konvergeocije roože učinili proizvoljno maia izbororn 
dovoljno velikih indcksa m i л. 

S druge stranc. sraki СаискуЈеп nlz je ograniĆcn. Dokaz jc sJićan onome 

0 ogranićenosti konvcrgentoih mzova. Po4to je niz po prcipoeuvci Caucfay-jev, 
možc se га л - л 0 i т>п л (gde je n, proizvo(>an fikairan indeks) naći ukvo 
e (лЈ da budc uvck ispunjeo usiov p(x„. xj<e. Drugim rećima. oko elemenu 
х«, sc može opisati kugla konaćnog rad.jusa c u kojoj će *e nalaziti ivi ek- 
mcnti posinatranog niza, osim njih konaćno mnogo. Prcma lome. mogućc ćc 
biti oko istog elcmema opisati drugu kuglu koja će obuhvatui i taj konaćan 
broj prcostalih ekmcnaia niza. Time je dokazano da je mz ogramćcn. 

Kompklnost mctrićklh proalora. Kada sc radi o realnim brojevitna i 
nizovima na rcalnoj pravoj. nc samo da jc ivaki konvergtotan niz istovremeno 

1 Cauchy-jcv, već jc ukode i svaki Cauchy-jev niz konvcrgentan. Ovakva ntu- 
acija se nc srcćc u svim metrićkim prostorima, kao lio možcmo vidcti iz »!©• 
doćcg primcra. Posmatrftjmo neprckidnc funkcije 



- 1 < 1 < - — . 

п 

л n 


— <#<l. 


(8.30) 


n 


kno elcmentc mctrićkog proitora C,(-l, I]. Uzmimo, radi odrcdenoiti, »i>m 
i izračunajmo rastojanje izmcdu x e (/) i x„(l) prcma (8.27) za^-2. Nakon 
jednostavnoE računa dobijamo: 

-■ 

[ «(«-■>( * 
l w J Vrn' 

Ako. daldc, uzmcmo п>т>^~, inučemo р(х.,х ж )<к, llo 2naii d* је niz 

I 2 

funkcija (8.30) Cauchy-jcv. Međutim. ovaj niz nije konrergenian. jer sc za *-+<*> 
dohiju funkciju jednaka - 1 za negativnc vrednosti argumenta i jednaka + I 
га po/itivnc (tzv. Heavyside-oiv fankcija). Ova funkcija nije neprckidna i oe 
pripada stoga prostoru C.[-l, Ij. Sto znači da niz (8.30) mjc konvergentan. 

Mcirićki prosior koji imi osobini Ja je u njemu sraki Cauchy-je* ntz kon - 
v » -rgcnian zoremo kompleinim Od prostora sa kojima srao se u avom^odeljku 
srctuli, sama prosiorl C,[o. h) nisu kompleini. Kompletni su proslort £* л 1 * 
sa mctnkama (8.20) i (8.21). prostor s svih beskoničnih nizova sa meirikora 


i 


* 
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(8.22), proslori 1, sa metrikom (8.24) i /„ sa metrikom (8.25), prostor ogra- 
oičenih nizova m sa mctrikom (8.25), i prostor C[o. /»J sa metrikom (8.26). 
Formalne dokaze njibovc kompletnosti ovde nečemo navoditi, a zamtcrcsovanog 
ćitaoca upućujemo na specijalnu matematičku literaturu posvećcnu funkcional- 
noj analizi.* 

Kompektnost mrtrićfcifa prostorm. Kod mzova na rcalnoj pravoj važi poz- 
nali Boizano- Weiersirais~ot siar, koji Ivrdi da svaki ogramčeni niz mora imaii 
bar jeđou tačku nagomilavanja. To znači da sc iz svakog ograničenog niza 
raožc i/dvojni jedan konvergeman podniz sa gruničnom vrcdnoiću jcdnakom 
jednoj cd taćaka nagomilavanja koje ovaj niz mora imati. Ovakva siluacija sc 
ne sreće kod ivih metrićkih prostora, kao Sto se može videti iz sledcćeg primcra. 
Posmatnjmo u prostoru /, sa metrikom (8.24) niz clcmenuia. 

х | -(1,0,0,...,0. ...), 
x,-(0. 1,0 0, ... ) 

... ••• ••• (8.31) 




(л -ti Oan niza iroa ive komponcote jednake nuli, osim n-te koja je jcdnaka 
jedimci). Ovaj ntz je ograničen jer je rastojanje izmcdu dvn njegova člana uvek 
konstantno, p(x„.xj -^2. MuJutim. okolnost da je p(x e , хЈ-М inovremcno 
znači da se u/imanjem velikih vrcđnosti za indcksc m,n nc moic poitići da 
bude p(x e . xj<*. gde je * pj volji malo. Dakle, mz (8.31) mje Cuuchy-jcv. 
(kad bi bio Cauchy-jcv. bio bi i konvergentan zbog k«»mpktno!,ii prostora /Ј 
i nema tačika nagtra lavanja. inko je ogramčen. 

Prostorima koji imaju Bolzano-Weicrsirass4)vu oiobinu dajcmo posebno 
ime. Meirički prosior u kome svakl ogranifeni nis kna bar jednu laćku nagotni • 
laranja zoremo kompaktnun. U kompaktnim mctričkim pTOfttonma se iz svakog 
ogramčenog skupa sa besknnaćno mnogo elemenaia mok izdvojili konvcrgcntan 
mz. Gornji prnner pokazuje da /, (i uopiie I,) mje kompaktan prostor. Može 
se pokazati da iu tf 1 i £i"‘ kompakini prostori, slićno kao i skup brojcva 
na rcalnoj pravoj. 

Sraki kompaktan prosior Je iilimemeno i kumpleian. Zaista, pre'.postavimo 
da je X komptklan proitor i nek« je (xj jcdan Cauchy-jcv mz u njcinu. To 
znaći da je oiz (xj ogramčen (svaki Cauchy-jev niz je ogramćen) i, poSto jc X 
po pretposiavci kompakian prostor, iz mza (xj se možc izvući jedun konver- 
genian pcdniz koji ćemo o/načiti sa (s H ) (u taj konvergenian pcdmz ularc 
članovi uoćeoog niza sa mdcksima л,. п г , ...). Prcma lomc, postoji ckmcnt xQ.X, 
takav da x^-*x kad k-*ao. Mcdunm, na osnovu relacijc trougla (8.19) 
onda imamo: 

P(x..x)<p(x.. x-J*p(x^,x)<2c, (8.32) 

ako samo n i л 4 odabcremo dovoljno vtliko. Onda jc, naime, p(x, д« 4 )<с, jcr 
je u p.tanju Caucby-jcv niz. a takodc i p (*•*. x)<t. poito jc p«dni/ (д.Ј 
koovcrgeman. Dobijcna ncjcdnakost (8.32) pokazujc da jc i mz (xj konvergeman. 
Dakk. u kompaktnom prostoru je Cauchy-jcv mz sigurno koiivergentan, ito jc 
obb na koropkinih prostora. 

■v. opr. ftnjifu ciinBu u ipuku liioaiuff pod redrura brojem I, ur. 32—54. ili 
кцдеи pod rtdmm brojen 28 . м. 62-64 
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Scpanbibmt KirttkOi prostora. Da bismo đoili d o pojma separabilnosii. 
važnog u primcnama u Tcorijskoj fiuci. uveditno najpre pojam c -okohne nekog 
dcmcnia л iz metriikog prostora X Pod c-okdiiiom clemenu ж podrazume- 
vamo skup svih dcmena.a ув X гл koje ушп itshv p(x y)<c. Drugi preli- 
minarni pojam je pojam sruda gujiog skupa. ^кир Л" C A' biće svuda gust u Л* •• 
ako se usvukoj cn.kolini bilo kog elcmenia iz X nalaz. bar jcdan demnl iz X. 

Na primer, skup racionalnih brojeva je svuđa gust u skupu rcaJnih bro- 
icva kuo 4to sc pokazujc u maicmaiićkoj analizi. Zaista. ma kak<* maio e>0 
odabruli, uvck 6: za dati realun broj a biti moguće naći racionalan bcoj a 
tukuv da bude ја-ај<к. 

Mflrićki prosior je itparabilan ako u njemu pojioji konaćan Ш beskonaĆam 
ah prebrojir ишЈа guii skup. Poito je skup racionaln.h brojcva na rcolnoj P«»voj 
prcbroj.v, na osnovu navedenog pr.mcra vidiroo da je skup realnJi brojera 
seporabilan. I uorrftc. gtaU kompuktan skup je isiorremeno sepa/abilam (obrnuto 
IK vuži). Za formalan dokaz poslednjcg tvrdenja ćitalac tretu da konsultuje 
maiemuličku liieraturu* Separab.ini »u ukode i mnog. drug. mctnOu proston 
su koiima smo se sretali u ovom oddjku. Za prostor C[a, b) sa metnkom 
(K.26). nu primcr. scpnrab.lnost slcd. iz Wderstrass-ovc teorcmc koja se doka- 
/ије u maicmatičkoj analizi. Ta tcorema tvrdi da se za svaku «*|*ekidnu 
funkc.ju л (f ) inožc. pri proizvoljnom c>0, nač. jedan pol.nom p,(t) takav 
da jc, za svako a^t^b, .. 

To znaći da jc tkup polinoma »vuda gust u C[a,b\. Iz toga, razurac se, jol 
nc slcdi scpanibilnosi prostora C[a. *1, jcr skup sv.h polmoma mjc prebrojiv. 
Mcdutim. skup polinoma sa racionalnim kocficijcniima jc svuda gust u skupu 
svih poliooma, a on jc prebrojiv. Pr.menom rdacija trougb onda moierao 
ktt/ttt. da jc skup pol.noma sa racionainim kocficijentima svuda gust u C 1«. nj. 
Za dctulje čitalac se upućujc na literaturu iz tnaieraaućke aiuliie. -- 

Prostori A» i A 9} « mctr.kama (H.20) i (S.2l)su separab.ln. Prebroj.v 
svuda gust skup čine clement. ca rac.onalnim koorduuUraa. fepa™ bl,e " * * 
prostor s sa metrikom (8.22), provton I, i /. и raetnkama (*.24) i <8.25) 
rcspcktivno. Za prostor /,. na pr.mer, scparab.lnost se dokazuje na >'«leći na- 
čm. Ncka jc *-(*„ ... . ^ ... ) jcdan demem ovog prostorm. Poito red 

У konvergira, moguče jc odrcdui priiođai broj m tako da bude 

- I 

I 

»-<•♦ i ■ 

Odabcrimo zatim racionalni brojcve I, 2. ... , m) da za svako v važi: 

( *“ 1,2, ш ,ту 

Ovo je uvek moguče jer je »kup racionalnih brojcva svuda gust u skupu bro- 
jcva. Ako sa a oznaČimo ckmcnt (а,. а 2 , ... , а„, 0, 0, ... ). nalazimo 


• Vidi пј prmr knjifu ciiiraou u ipoku litaniure pod rcdrura brojon I, «г*м 74. 

•• Vldi Htu kaji*u, sinna 43-46. 
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Medutim. ckment rf pripađa skupu n.zova sa racionalnim članovima kod kojib jc 
samo konačno mnogo članova različito od nulc. Taj skup je prcbrojiv i, prema 
nrjcdnač.ni (8.34), svuda gust 'u / г Dakie, /, je scparab.lan prostor. 

Prostor m ograničemh nizova sa raetrikom (8.25) nije scparabilan. To sc 
može vidcti ako sc u tom prostoru uoči skup »vih nizova čiji su flanovj 
tsključivo jedinice i nulc. Taj skup nije prcbrojiv, kao Jto se pokazuje u mate- 
matičkoj analizi uspostavljanjem biuoivokc korcspondcncijc sa skupom rcalnih 
brojeva i z mtervala [0, I], potto sc prethodno ti brojcvi prikaiu pomoću binar- 
nih razJomaka (tj. u obliku 0. а, а, а, . . . gdc su brojevi а,, а,. а,. . . . samo 
jcdinice ili nule i u kome svaka cifra o/načava odgovarajuću ncgativnu potcn- 
ciju broja 2). Rastojanjc izmedu bilo koja dva Člana tog skupa u smislu mctr.kc 
(8.25) iznos. 1. Opit.mo oko svakog elcmcnta posmatranog skupa nizova kuglu 

•* 1 • 

radijusa — . Te kugle predstavljaju disjunktnc skupove. Svaki svuda gust skup 

u prostoru m bi morao imati har po jcdan elemcnt u svakoj od ovih kugli, 
le ne bi mogao biti prebroj.v, 

ШЛ. NORMIKAN! PROSTORI 

Akaioel волпе. Struklura linearnog vekiorskog prostora sc moŽe oboga- 
liti uvodcnjcm norme clcmcnata, ij. d.-fmisjnjem načina na koji se svakom 
elemrniu х jcdnoznačno može pndružiti jedan rcalan broj, koji se zovc norma 
i obckžava sc sa J| х f|. Rri lom ma ra koji eiemcnt х £ X i ma /a koji skulur X 
moraju bili /adovoljcni slcdeč. aksiumi norme: 

(a) ||*||>0;|ЈА|ј- 0 ca х-0, (i nenegaiivnost ) (8.35) 

. (b) ||Xx||-|k| || х ||, ( homogmosi ) (8.36) 

<c> |*©>11<1ИМ1/|1- (*•”) 

Za razJ.ku od uvodcnja metrike, uvodcnje normc zahtcva da prostor koji 
к želi normirati ima strukturu l.nearnog vrktorskng prostora, jer sc u poslodnja 
dva aktioau normc pojavljuju množenje elemenu skabrom i sabiranje clemenuta. 
Norm.rani prostori nisu od vcćcg mtcrcsa u pnmcn.ima u Tconjskoj fi/ici, ра 
sc Stoga oa nj.ma nećemo mnogo /adržavati. Normirani prosiorl koji imaju oso - 
binu komplrinosii :ovu se Banach-ovi prosiorl. 

Veza Uardi волве I nctrike, Norm.rum lincarni vcklorski prostor jc 
uvek moguće uč.niti metričkim prostorom. To sc vid> iz ć.njcmce da jc rtlacijom: 

Р(*.»-Ц*©>|[ (838) 

definisana jedna skalarna vclićma koja ima sve osobme rastojanja i/mcdu х i у. 
Ovdc nmbol Q ima značenje objainjcno jcdnačinom (8.4). Za.sta, rclacija (8.38) 
ma kojim elemcnnma х i у d-itog normiranog prostora pridruluje ncncgativnn 
skaJar prcma (8.35); on možc biti jcdnak nuli samo ako je х©>-0 tj. ako jc 
х-у. Time je prvi aks.om rastojanja (8.17) dokazan. Simetričnosl rastojanja, 
koju zahteva aksiom (8.11), sJed. iz uslova homogcnosti norme (8.36). To se 
vtdi iz slcdećih jcdnakosti: 

p (7. *)- 11/0*11- II - l(*Q»||-|-l HI*Ož'l|-p(*.»- 

Najzad, rdacija trougla (8.19) proizilazi iz (8 37) па sledcći način: 

p(x. /)-||х©ј||-Цх©*©х©јгЦ< 

< и * e* ii + ii* оу ii - p (*. » + p (*. ». 
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Prcma loroe, rclucija (8.38) zaisie dcfiniie jednu meiriku u daiom normiranom 
proaioru. Kažcmo da ova mclrik* pioijtifie iz norme, ili da je generirana normom. 
Naravno, u lom norminroom prostoru mogu к uvodiu i drukčije meirike- 
Jz (8.38) jc vidi da u normiranom prostoru sa metrikom gencriranom 
normom. norina ma kog elcmenta sc pokUpa sa njegovim rastojaojem od 
ncuiralnog elemcnia: 

II *D-P (*.•)• ( 839 > 

Ovaj 7aključak ne implicira, razume к. da se i obrnulo u proizvoljnom metrić- 
kom prosioru možc uvesti norma preko rebcije (8.39). To к jasno vidi na pri- 
meru з svih beskonaćnih nizova м mctrikom (8.22), gdc skaUri 




nc 7adovoljavuju uslov homogenosii norrae (8.36). U prostorima £« 
m, С[а, 6], C,{a, 6J se može uvcsli norma u skJadu sa (8.39). 


ZADACI 

8.1. Pokazali da osobine (8.1)-(8.8) operacija ab.ranja i mnoienja skaUrom 
u tinearnom veklorskom prostoru imaju sledcće poslcdice: 

(o) O /-/. i 

(b) х -у * X0r-O. 

(c) Ох - 0. 

(d) >. 0 . 0 . 

•(') (-!>*-(-*)..• 

(/) Xa-0 i X*0 o х-0. 

Хж-0 i xi<0 » Х-0, 

(g) ).x = Xy i X*0 & х-у, 

(A) \х-џх i лг*6 » Х-ц. 

8.2. Ako su ^ i {4, proizvoljni (realni ili kompkksni) brojevi. ■ P i 9 *va 
po/itivna broja veća od jcdinicc vezana uslovom -+— I. ond* a 
svako n - I. 2. 3. . . . važi tzv. H6lder-o*a nejednaiina: 

Dokazati. Primenjujući ovu nejednaćinu pokazati zatim da za ivako p> I 
važi i tzv. Minkowskijeva nejednaćina 


Mogu Ji se ove nejcdnaćine gcncralisati lako. da budu prin«nljive i na 
intcgralc? Kakav je njihov oblik u tom slućaju? 


8J. Pokazati da jc skup koordinatnih dijada П - (e, , e,} u prosioru klasičnih 
tenzora lincarno nczavisan. Ispitati takodc iincarnu nezavismnt pct tcn- 
zora navedcnih u zadatku 5.16. 

8.4. Iipitati dm li u proatoru mairica tipa 2x2 Pauli-jcvc spinskc mairicc iz 
zadatka 5.5. zajedno sa jcdiničnoro mairicom u ovoin prostoru čine jed- 
nu algebarsku bazu. U potvrdnom slučaju izrazili matrice i* zadaika 5.2. 
kao ojihovc linearne kombinacije. 

8.5. Da li u prostoru matrica tipa 2x3 »Jedećih icsi roairica 


/1 0 
m, -( 

2 ). 

~ б 


m,-f 

> -1 - 

‘ \2 1 

1/ 

l-l -2 

0 / 

* V 

) 0 

ш.Ј * 

2 4 

г -s-( 2 ; • 

’ 3 )* 

m,-(‘ 

\ 4 -4 

\ - 2 

1 1 

1/ 3 3 

1/ 


1 3 -1 


obrazuje jednu algebanku bazu? Mogu li se pomoću njih izroziii mutrice: 

")• --C 1 t)’ 


8 . 6 . Prostor neprckidnib pcriodičnih funkcijm Č[-n, n) м pcriodom 2к je 
lincarni poiprostor prostora С(-ж, кЈ. U njcmu jc bcskoročnn skup funk- 
сјк 

д#(0“ I. *,(#)-C4>*#, jr,(#)-*in#. а,(/)-со»2/, x 4 (#) - sin 2 #, . . . 

Iinearno nezavisan. Pnkazati funkciju x(/)-2sin* /COS/ + 3COS 1 / kao 
dcmcnt lineala ncd njima 


8.7. U prosioru C| - I. I) beskonačan niz Legendre-onh poiinoma je lincarno 
nczavisan. Ovi palinomi su, kao Iio je poznato iz miiiemaiičke miAlize, 
dati rclacijama; 




V "2" d* 

Izraziti х (/)=/’ kao elemcnt lincala nad njima. 
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8.8. Izmcđu prosiora rnairka lipa 3x2 i prouora pohnoma najviie peiog 
siepena uspoatavljen jc »lede6 algcbarski iromorfizam: 

(I l\ fl 0 \ 1 o\ 

0 0 «-♦ 2. 1 1 0 «-* 3-1, 0 0 1 +*\ 


/0 0 (0 0\ 

, ,«_> 5+4 /-3 /*-/», 1 0 4-*2-2/ + 1» + Л 

{ 0 0 lo l) 

0 l\ 

0 0 .-* 3 + /-/ , + 2r 4 + 3/». 

1 o) 

Nnći matricu koja sc ovim .zomorfi/mom pr.druiujc P° li ^ u f 
e 1 _ / + /a_z» 4 /*-/». Naći lakodc pol.nom koj. je, istim izomorfizmom. 

pridru^en mairici 

0 0 

W- 0 o . 

0 I 

8.9. Ako je p(x ,у) jedno rastojanje u metričkom prostoru X t onda jc i 

---iiSSf 

takode jcdno rastojanje u isiom prosloru. Dokazaii. 

8.10. Ako je p(x. у) jcdno nutojanje u mctričkora prostoru X, onda vaie sledcće 
retanije: 

(o) p (x„ x m ) < p (x„ x t ) +- p (x lt xj * • • • + p (X—, . O. 

( b ) \p(x. x)-p(y. u)l <p(Jc, у) + p(*. “). 

(c) l p(JC, i)-p(/. x)| <р(ЈГ,/). 

Dokar.it i. 
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9. IJNITaBNI I HILBKRTOVI PROSTORI 

«4. SKAIAHM PROIZVOD. ERMITSKI PKOSTORl 

Aksiomi skaiaraoc вшоЈепјж- Algcbarska siruklura lincarnog vcktorskog 
prostorm može se na cdishodun način dopunili uvodenjcm opcracijc skalarnog 
mndenja. tj. dcfimsanjcm pravila na osnovu koga je mogućc svakom urcdcnom 
paru elcmenau х i у iz tog lincarnog vcktorskog prosiorn pndružiti jcdan 
skalar (u opliem slučaju komplcksan). Taj skalar sc zovc skalarnl proizvod dc- 
menau х i у i obično se oznaćava sa (јс, у). Pri ovomc moraju bili zadovo- 


Ijeni tlcdedi aksJomi skalarnog mnolenja. 

(«) (*. У) - (/. х), (tzv. ermltska simetrlja) (9.1) 

(b) (x.>.y)-X(x t y), (asoeijatimost ) (9.2) 

(c) <*,©*,.»-(*,./) + <*„>'). (distnbutirnosi) (9.3) 

(d) (х, x)>0i (х, к) - 0 c* jc-0. (9.4) 

Cru iznad skalarne vdičinc označava njenu konjugovano-kompleksnu vrednost. 
Iz ovih aksioma proizilaze mnogc manjc ili vile ncposrcdnc poslcdice, od kojih 
ovde noiiramo sledcćc tri, kojc će biii od koristi u daljcm: 

(Xx t y)-\(x.y), (95) 

(*. У, ©/,) - (*. /i) *• (*. /,)• < 9 - 6 ) 

(Хјг.Хх)-|Х|*(*,ж). (9.7) 


Njihovo dokazivanjc jc elcmcniarno, pa ga sloga o\dc izosiavljamo. NupoitK- 
nimn da ic aksiom skularuog moolcnja (9.2) i jcdnačina (9.S), koja proizilazi 
iz njcga i uslova ermilske simeUije (9.1). korisic u ovde navcdenom obliku 
u fizičkoj lilcraturi, poscboo u litcraturi iz Kvanine mchanikc. U maicmatičkoj 
liicratuii sc ćesio uzima da su osobinc skalarnog množcnja takvc du jc (X*,j-)- 
-\(x, у) i (х. X>)- X(x,>) (ij. skaiar X sc nepromenjen izvlaći i&prcd skalar- 
nog proizvoda kada stoji uz prrt faktor). Ovo pitanje mjc, razume sc. suStinsko. 

Uneame rektorske proslore u kojima Je defmisana operocija skalarnog mno- 
fenja elemenaia (koja zadovoljava aksiomc (9.1) — (9.4)) zračemo ermltski pro - 
storl. Ovaj naziv nije oj&eprihvaćcn. i ponckad se u litcraturi. poscbno ma- 
lcmatičkoj, mogu sresii i drugi nazivi (iu pnmer, unitami prostori. pred-Hil - 
bertovi prostori, itd). 
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Schtvarz-ova I Mlokowsk*-ien oejcdnaiiiu za skaUrni proizvod. Aks omi 

skulunuig množcnja (9.1)— (9.4) imaju za poslcdicu dvc vcoma valne ocjcd- 
nućinc, obliku: 

Цх,у)\'<(х.х) (/,/), (9.8) 

V&®y, *®7 ) < /(■*. *) + V(y.y), (9-9) 


VC*®y. х ®У) < V(*. х) + V(y.y), (9.9) 

kojc sc obično nazivaju Schwarz-o*a i MUikowski-jcm nejcdnaima rcspcktivno. 

Da bismo dolutzali prvu od njih. »puzimo da prema relaciji (9.4) može- 
mo uvck pisau 

(z ©p (х. /)/. X ©|i (х. y)y) > 0. 

gdc jc p ncki skalurni parameur. PrctposUvtćcmo da je on realan. i razvićemo 
illp sani skaUrni p oizvod. množeći ćlan po ćlan u skladu sa osobinanu dniri- 
buliVDOSli (9.3) i (9.6). Nakon sredivanja dobija se slcdcći rczulut: 

џ* ( У . У) | (х. у) |* + 2 џ | (X. /) | l + (х. х) > 0 . 

PoSlo јс napisani kvadratni trinom po parameiru р nencgativan, njcjova diskri- 
minaniB nc može bili vcća od nule, ij. mora važui: 

|(*.ЛМ1*.Л1 , С* *)(/. /)<°. 

Ako jc (х, /) / 0, odavdc $e. skraćivanjcm sa poziiivnom velićinom |(x,/)| l , 
dohiju (9.8). Vuicnjc Schwarz-ovc nejednaćme u slućaju (х, /)-0 je oievidno. 

Kadi dokarivunja Mmkowski-jeve nejcdnaćinc (9.9), posmairajmo najpre 
polkoicni izruz leve slitnc i trantformiSimo ga na slcdcći nać.n: 

(х ф/. х ©/) - (х. х) + (/. /) + (х. /) + (/. х) - 

- (х. х) + (/,/)+ 2 Re ((х. /)Ј < 

<(x. х) + (/,/) + 2 1 (х, /)|. 

N.ipisane relacijc *u oćevidno »punjcoe jer je »iguino (х, /) + (/, x)-(x, /) + 
+ (х,/)-2 Лс1(х,/)Ј. a rcalni dco ma kog komplcsnog broja n.jc ve6 od mo- 
dulu tog kompleksnog broja. Na osnovu upravo dokazanc Schwari4>ve ncjed- 
načme imućcmo onda daljc: 

(х ©/. х ©/) < (х. х) + (/./) + 2 1 (х. у) | < 

<(x. х) +(/. /) + 2 У(х. х) V(f7y) - 

-1У^Т)+Л77)1 а . 


ćimc jc doluutoa Minkowski-jeva ncjcdnaćina. 

Norma clemcnata I metriia ecellsklh prestora- Iz aksioma • kalaraog mno- 
žcnjo (9.1) — (9 4> i M.nkowski-jeve nejediu.ćinc (9.9) može se zakJjućiti da 
+ V(X. X) ‘ п >° ™ osobine norme. Zaisu. na osnovu (9.4) ć* ovo biii realan ne- 
ncguiivan broj jednak nuii samo ako je х-6. te je акакип nenepiivnosi, 
noime (8.35) zađovoljen. Mmkowski-jeva ncjednać na (9.9) d.rekmo obezbeđujc 
važenje aksioma normc (8.37), dok homogenmi norme (8.36) p uizilazi u reU- 
cje (9.7). 

Dakle, u srakom ermiiskom prostorv se moie uresli noema koja irrke u 
skalarnog proizvvda log proslonr. 

M-+ST4 < 9,0) 
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Ta norma. u skladu sa relacijom (8.38), onda sa svoje strane generira metriku 
log ermiiskog proslora : 

? (х,/)-+Г(Т©/.х©/). (9.11) 

i aVn jc vidcti da je norma (9.10) gcneralizacija pojma intenzitcia vekiora, a 
meirika (9.11) generalizacija rastojanja izincđu tačaka irodimcnzionog prostora. 

Priueri. Od većeg intcresa su sledeći primeri crmitskih ргомога. 

(1) Frosior ^'Зх-К,, ... . C*). čije eleracnle možcmo intepretirati 

кдо laćke ili kzo vekiore u jednom k-dimcnzionom prostoru (u opSlcm slućaju 
komplcksnom), ромаје crmitski p.*oslor, ako skalami proizvod dcfiniScmo na 
slcdcći naćm: 

•-I 

Provcravaojc važenja aksioma skalarnog množcnja je clemenurno. Za normu i 
metriku *c dobijaju slcdeći izrazi: 

( 9ia ) 

••-I •-! 

Vjdimo, đakle, da sc vcć ranjje uvcdcna mctrika (8.20) možc gcneriran skalar- 
mm . proizvodom, ali samo za/-2. Kao lio »mo vcć ranjje konstatovali, sa 
ovakvom mctrikom je posmairani prosior komplcun i scparabilan. Ovaj jc 
prosior takode i kompakuo. 

(2) Prosior 1 г . To je prostor beskonaćmh mzova kod kojih »uma ][ Jkl 1 

konvergira. Skalami proizvod »e možo uvesti gcncralizacijom rclacije (9.12) 
iz £ft 

м -itv (» i4 > 

•-I 

Ovakva definicija ima smisla, јег ntpisani rcd konvergira ako su X, /£/,. 
To sledi iz Holdcr4>vc ncjcdnačinc (v. zadatak 8.2) za p-q-2 Zaisia: 

ic* < iiu i*i< 

»>i *-i »-I 



a posJednji izraz jc sigurno konaćan. Norma i mctrika kojc sc odavdc dobijaju 
su oblika: 

M-J ZI5*| a . P (х.у)-Ј i (9.15) 

* *-l •-* 

Slo odgovara meirici (8.24) za p-2. Podsetimo se da je u proiloj glavi kon- 
suiovano da je ovaj prostor kompictan i scparabilan. ali nijc kompakian. 
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I . 

(3) Prosior Cj [a,b] neprekidnih funkcija kod kojih iniegral /| x(t)?& 
kon\ergira moJe posiati crmit*ki prostor, ako sc skalami proizvod defioiSe кло: 

(I.y)- (»'«) 

• 

[)a ova definicija skalarnog proizvoda ima sraisla, vidi sc iz činjemce d* 
nuvedeni intcgral sigurno konvergira ako su x(r), y(l)(£C 7 [a. ЛЈ. Dokaz ove 
»vrdnjc sc izvodi na isii naiin kuo u prostoru /,, polazcdi od HMdcr-ove nejed- 
n.iCinc zu iniegrale. Provcravunjeaksioma skalarnog mnolenja kod defimcijc (9.16) 
jc clcrneniurno. Noffmi i racirika koj^ se odavde dohijaju su: 


/и орл. p <*./>- / f\*(0-r№P 


(9.17) 


I ovdc jc dobijena mcirika isioveina onoj koja je uvcdena u preihodnoj CHavi 
(jednaima (8.27), zu p- 2). U odnoau na iu mctnku. prosior ncprckidmh 
funkcija, kao ilo srao viđdi, nijc kompleian ali jc scparabilan. 


Orloaomiirmai sttierai »lctnemaia u ennittkira prosiorlma U crmilskora pro- 
stoffii sc nu»fc uvcsii pojam oriogonalnasil clemenaia: dva elcmcnu, х i J, su 
oriogonalni ako mi jc skaUrni proizvod jcdnak nuli, (х, у) 0. Ukoliko su 
liormc ovih dcmcnaiu uz lo jcdnakc jcdimci. M •• ka&mo da ош 
obruzuju jcdun orlonormiruni skup. Uopitc, skup dcmcaaia {а,| daiog crmit- 
vkog proaora (kojih može biii koiućno mnogo, prebrojivo ili neprcbrojivo 
bokonućno mnogo u zuvisnosti od loga kakv« vrcdnosti mole uzimaii mdeks I) 
zuvvmo orionormiranl sistem ako jc, ma za koje vrcdnosii indcku I i J koje 
dolazo u obzir, /udovoljrn uslov: 


(«■(. *i)- V 


(9.18) 


pdc jc Kroncckcr-ov simbol (1.8). Napiuni uvlov znaći da su sv, clemenii х, 
uzajumno oriogonalni i svi imaju normu jednaku jedinici. 

I.ako jc uvidcti da elemenii Jednog ortonormironog sisiema moraju biri me- 
dusobno linearno nezavisni, tj. relactja (8.12) sa konaćmm brojcm sabiraka možc 
biti zadovoljcna samo ako su svi sialari er, isiovremeno jednaki nuli. Da bismo 

sc u ovo uverili, pretposiavimo da su eknusti х,,лг, х. koji pripadaju 

nckom (konaćnom i|i bcskonaćnom) ortonormiranom sisiemu lincarno zavism, 
ij du važi 

в.х.фо,*,®. • -©а.х.-в, 


pn cemu svi kocficijcnti nisu jcdnaki nuli. Ncka jc. recmvo. a,^0. No. onda 
skalarnim množenjcm gornjc rdacijc sa x % odmah dobijamo «, - 0, u kontra- 
dikciji sa upravo ućinjcnom preiposiavkom. Prcma tomt, nijodan od koefici- 
jenata u posmairanom zbiru ne možc biti razlićit od nuk. (j. posmatrani ele- 
mcnli orionormiranog sistema su lincarno nezavisni. 

Orionormirani ststcmi ekmcnau u crmitskim prustorima su oćcvidna 
gcneralizacija ortogonalnih jedinićmh vcklora е,, е,.е, prostora klasićnih vek- 
lora sa skalarnim proizvodom ( 1 .27) Uzastopnim parcijalnim intcgracijama sc 
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nwie provcriti da Legcndre-ovi polinomi (v. zadatak 8.7J obrazuju jedan orto- 
normiram sisiem u prostoru С,(- I, I], ij. da jc: 

1 fe Г-<"- 'rS >- »*-*-■ <»•'« 

Iuo uko, skup bcskonaćnih nizova 

х, -(I, 0, 0, .... 0. ...), 

x,-(0. 1.0, ....0, ...), 


(9.20) 


obrazujc jcdan ortonormiran sislcm u prostoru /,, kao iio »е može videti po- 
rooću rdacijc (9.14). 

Koognseacija »rroiivkih prosiora. Ako jc izmcdu ckmcnau dva cnmiska 
ргомога usposuvljcna biunivoka korespondcncija .ta-*x*, koja prcdslavlja ne 
samo algebarski izomorfizam (8.14), vcć lakodc i osuvlja invarijanun skilarni 
proizvod: 

(х.)»)-(х*. У), . * (9.21) 

kažcmo da su li prosiori kongrueninl. Kongrucnini ermiuki prouori imaju nc 
samo jcdnaku algcbanku smikturu. vcć su i gcomctrijski odnosi (nonnu, mctnka) 
u njima jcdnaki. 

Kao primcr kongrucntmh vcktorsJuh prostora navcdimo proctor klasićmh 
vcktora u skalarnim proizvodom (1.27) i piostor nalnih polmoma najvik 
drugog stcpcna, sa skalarnim proi/vodom (9.16) indukovanim iz prostnra 
i Cjl-I, I), ćiji jc ovo poiprostor. Ako vcktoa prikažrmo u obl.ku A-/4,e,4 

4 4,e, 4 /4,е,. a polinomc prcdstavimo kao Imcarnc kombinacije prvih Iriju 
Ugcndre-ovih polraoma (zadauk 8.7.) /»(!)- e,^,(l) + a.P t (/) + o,/* ; (U. onda 
korrspoodencija: 

A - a, e 4 4 a,e. + *,e, P(l) - a, P 9 (I) ♦ e,/», (/) 4 в,/»Ј (/) 

(koinponenic vcktora i kocficuenli njemu korespondentnog polmoma su jcdnaki) 
prcdstavlja jednu kongruenciju, kao Ito je lako provcrili, imajući u vidu i 
rciaciju (9.19). 

Drfiuicija uniianuh i llUberloilh prostora. Sa stanoviiu tcorijskc fizikc 
veoma je vaiuo da li je posmalrani ermitski prostor kompleian i scparabilan u 
odnosu na metriku koja proizilazi iz skalarnog množenja, ili nijc. Situacija jc 
biino raziićiu kod kooaćno dimcnzionih i kod beskonaćnu dimtnzjomh prostorn 
Kao iio ćemo u daljcm iziaganju pokazati, konoćno dimenzkmi ermiiski proslori 
su urek i kompleini i sepambilni (Juviie, oni su u»ek kompakini. tako da kom- 
pletnost i separabilnost automatski rrzultiraju iz tc njihove osobinc). Kod 
bcskonaćno dimenziomh prostora snuacija je složenija Oni ne moraju bili ni 
kompktni ni separabilni, ili mogu imati samo jcdnu od ovih ovobrna. To se 
vidi na primeru ргомога C t [a,b] za kcga jc u prcthodDoj Glavi pokazano da 
jc scparabilan ali nc i kompJcUn (a da jc lo bcskonaćno dimcnzkini prostor, 
vid, se iz toga Ito je beskonaćan niz funkcija 1. 1 . 0, t\... kojc mu pripadaju. 
Imearno rvzavisan). 
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Zo konačno dimenzione ermitike prostore ( koji » sigvnto i kompUtai i же- 
parobilni) koristićemo muh unitarni prostori. Beskonačno đimemione kompUtr* I 
separabilne ermitskc prastore zraćemo Hilberro*i prostori. Ttkav je. na pfimcr, 
prustor /,. 

Naponiaumo da izncti nazivi nisu opšteprihvaćctii. U m alc ma tičkoj lite- 
raturi se, čak, ponckad koristc u drugom unisJu; tcrmini „ermitiki** i „uniumi*' 
sc ćcsto upotrcbljavaju unonimno гл označavanjc imcarnog vckionkog рлжога 
sa dcfinisanim »kalarnim množcnjem, bez obzira na to da li jc on konaćno ili 
bcskonaćno dimenzioni, da li ima svojstva komplctnosii i vrparebilnosti ili oe. 
U istoiu smidu sc. u maicmalićkoj lueraturi, korisie i izrazi „EuklidoV ili 
l ,prcd-llllbcrtov' , prostor. Pod nazivom „llilbcrtov prostor** se u matcmatićkoj 
literuturi obično podrazumcva linearni vckiorski prostor sa uvcdcoom operacijom 
skalarnog množenja i sa osobioom komptetnoui u odaoau na metriku koja 
odatlc proizilazi, bez ohzira da li jc konaćno ili beakonaćno dimenzioni. tepa- 
rabilun iii ne. U fizićkoj literaturi nazivi M unitaroi M i „Htlbertov** prostor 
označavaju rcspektivno konačno i bcakonačno dimcnzione komplctnc i Kparabiloe 
prosuirc, kao Sto je gore prccizirano. 


9.2. UNITAHNl PROSTORI 

Osnovac reladje. Konaćoo dimenzioni ermiuki proetor (lincaroi vektonki 
prostor sa dcfinisamm skalaroim množcnjcm) zovemo unitaran. Neka je posma- 
tram unilaran proslor k-dimcnzrooi, (j. ncka u njemu poetoji lačno k iinearoo 
nczavisnih clcmenata i neka je »vaki akup od (k+ I) demcnia iiguroo linearoo 
zavisan. Kao iio jc vcć bilo islaknuto u prethodnoj Olavi, ma koji akup od k 
lincarno nczavisnih elcmcnata će onda prtdsuvljaii jodnu a/gebarsku beat Ozna- 

ćuno u х,, х, x k clcmcntc jedne algebankc baze črji su clcmcnti ortonor- 

mirani, tj. 7a koje važi reiacija (9.18). Takvu algebanku bazu ćcmo zv*li 
ortonarmirana baza. Videćcmo na kraju ovog oddjka kako sc pomoću tzv. 
SchmiJt-ovog postupka ortogonaiisacije može kooitruisati jcđoa ortonormlrana 
hoza uniturnog proetora, polaacći od ma kakve algcbanke baze log proatora 
Prcma rc&nom. ma za koji demem х unitaroog proatora X moiemo piaati. 

* 

х-а.х,©«,*,© • • • ^ 9 -* 2 ) 

gdc su x,(v- 1, 2, ... , k) elemcnti jednc ortooormirane bazc u X. » znak ol 
je upotrcbljcn da bi se naglasilo da ae ima u vidu lumiranjc u odnosu na 
opcruciju @. Kocficijenti сц,. kojima je jednoznaĆoo odrcđen svaki elcmcnt х € X 
mogu se i/raćunati na osnovu 

(x„ х) - (x„ oJ ( О.Х.Ј- а. (** JS^-^2 «. K. - V C 9 * 23 ) 

Pri traasformiSitnju ovog skalarnog proizvoda iskoriićcna je oaobina distribu- 
tivnosti po drugom faktoru (9.6) i oeobina asocijativnoati (9.2). Kocfrajeoti 


*.-(*•• х) 


(9-24) 


sc zovu Founer-on koeflcUenti elcmenata х£Х u odnosu ns ortonormiranu ba- 
zu {x„}, u relacija 

X-<,Ž (*.. ->к, (»-25) 

koja proizibzi iz (9.24) i (9.22) je tzv. Fourier-ov razroj t kmenta х £ X- 
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Fouricr-ovi redovj u teoriji pcriodičnih funkcija prcdstavljaju, istorijski 
gledano, prvi primer ovakvih razvoja. Koeficijcnti Fourier-ovog rcda jcdnc 
pcnodičnc funkcije sc upravo oalazc pomoću formulc (9.24), gdc su 

I ,, cort .. sint , . cos2 1 sin2 1 

^(0-^.х 1 (. ) - 7т .х,(0-р Т .,. ( 0- 7Г .х. ( 0- 7Г .... 

orionornurane funkcije u Č( - ic. хЈ. Pri tora se skalarni proizvod dcfiniSc 
pomoću (9.16). 

Neka su ■, i p, Fourie^ovi kocfrcijcnti clcmcnata iz 1* respektivno. 
Onda je: 

* a k 

•чХуфрУ ^а,-о T Os+kK, (9.26) 


X х - X ( *2 \ х.) - O 2 (X ) X, . 


(927) 


а skladu sa osobioama koje roora imati sabiranjc i množcnjc skalurom u ma 
kom linearoom vcktorskom prostoru, рд prema tomc i u umtarnom prostoru. 
Za skalaroi proizvod dcmcnata х i у nalazimo, koristcći osobinc asocijutivnosti 
(9.2), (9.5) i distributivnosti (9.3), (9.6) skalarnog množenja, 

(x,>)-(«2 £•*•)- 2 2 (ч**. P. x -)- 2 2 «,?•(***•)■“ 

\ ..I *-l / .-I •-! •-! •— I 


-2 2sP. 8 -- 


(9.28) 


— i •— i 


Odavdc za normu ekmenia i za rasiojanjc slede, u skladu sa (9.10) i (9.11), 


izrazi: 


i*ii’- z i *, i* — i kv *)i* 

»-i *-i 


(929) 


(9.30) 

Rclacije (9.28) i (9.29) sc često zovu Parseval-ora i Bcssel-ova Jednačma respektivno. 

Metričkl odaosi. Relacije (9.26) - (9.30) dozvoljavaju da к zakljući du 
biunivoka korespondcocija izmcdu ekmcnata nia kog unitumog prosiora i 
£***, uspostavljcna vczom: 


*•-(«,• «r. 


(9.31) 


(svakom ckmentu unitaroog prostora pridružujemo u Л* 1 * učkc ćijc su koordi- 
natc Founer-ovi kocficijcnti tog ckmcnu) prcdstavlja jcdnu kongncnciju. Zuista, 
vcza (9.31) pridruluje zbiru dva ckmenta iz unitarnog prostora zbir njiraa 
korcspondcntnih ckmeoau iz f£\ 5to sc neposrcdno vfdi iz (9.26). a proizvodu 
ma kog ckmenu unitarnog prostora i skalara pndružuje proizvod korespon- 
dcotnog ckmeou iz i istog skatara u skJadu sa (9.27). Zbog ovih osobina, 
veza (9.31) je algebarskl izomorfizom (v. jednaćinu (8.14)). Pnsmatarno picsli- 
kivanje oćuvava, rocđulim, i skalarni proizvod, kao Što se vidi upoređivanjcm 
(9.28) i (9.12), pa jc ооо takodc kongruencija (v. jcdnaćinu (9.2 l)J. 


ii 


1чЛв 



То znači da iu sve rocinCke kaakicrisiike bilo kog uoiurnog ptoilon* 
isiovctne u mctričkim osobiMnu E?. »Conkreino iz kompakinasti prasiora tf* 
iledi, na oinovu vtze (9.31) kompokinosl mkog k-Smtnzionog unitamog projiora. 
To će onda imati гл poslcdicu kompieinoil i separabilnast mo kog konaćnog 
dimcnzionog unilamog prosiora. Кло 5lo jc već pomenuto. upravo ovc posJcdn^c 
dvc osobine su od inicresa u primenama u Tconjskoj fizic.. 

Kompktnost i separabilnost un.tarmh proslora se mogu pokaaii. razume 
se. i bcz pozivanja na kongrucnciju sa £?. U lom cilju se potazi direktno 
od mctnkc (9.30) i od čmjemce da jc skup brojeva na realnoj pravoj kompletan 
i Mtparabilan (racionalni brojevi obrazuju prcbrojiv. svuda gusl tkup u ovom 
skupu). Mi se na ovom formalnom piianju ncćcmo zadriavaii. 

Schmldi-ov postopak ortogoaalizacije. Neka su у х , y 2 7» olemenii jcdne 

algcbarskc baze dilog unitarnog prostor«, koji msu ortonorm.ram. Posiupak 
oriogonalizacije se sasioji u tomc da se najpie obcazuju hnearnc komb«nacije 
oblika. 


7.-Г.. 




^Ј-ЛФТи^ФТцГ.. 


(9 32) 


7* — 7*®T*»a_* 7a-, Ф * * * ®T» . Г. . 

a zaiima se koefkijcni. y u odrcde lako da svaki ekmeni y] bode onogonalan 
na sve preihodnc. Time se. кдко шјс teiko oeposicdniro .zračunavanjem prove- 
riti. ovi kocfiojenii odreduju jcdDoznačno. Nakon (oga se jod svaki od novo- 
dobijenih clcmcnaia podel. svojom normom. ć.mc se dobija jcdna ortooornurana 
ba/a: 


iir; ii 


n 

НлИ* 


Ил|| 


(933) 


Primcri posiupka ortogonaluacijc u uniurnom prostoni su djn u zadaoma 
9.9. i 9.10, 


»J. nFSKONACNO DIMF.N7JON1 KOMPLETNI КПМГГ5К1 PROSTO«1 

Fuarter-ovi koefkljeelL Da bismo bil. u slanju da forroulikmo kritenjura 
srparabilnosti beskonačno duncnzionog « kompktnog ermitskog prosiora (ktarnog 
vckiorskog prosiora n dcfinisanim proizvodom), ij. da bisroo mogli izdvoj.ti 
/iilbertove prosiore, ispiujmo najpre do kakvih poskd«a dovodi pokutaj geno- 
rali/acije relac.ja (9.25), (9.28) i (9.29). U beskonačno d.roennooom errmiskom 
prosioru mo tc biti beskonačno mnogo l.ncarno nczav.smh i ortooormiramn 
clcmenaia. 

Neka jc {* } jedan orlooormirani sislem od bcskonačno ranogo (prebrojivo 
ili ncp.cbrojivo) ekraenau nekog bcskonačno dimenziooog i kompkcrvog 
skog prosiora X. Po analogiji w (9.24) ćeroo skalarne proizvode (х,. х). gdc 
jc х ma koji elcmcnt prostora X. zvali Fourier-orim koeftcijenuma uoćenog 
ekmenia. 
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Za ovc koefkijcnic vali slcdcći inicrcsanian Mav. Medu Fou/ier-orim koe- 
fkijentima (x t , х) ma kog elenienia х iz brskonaćno dimenzionog ermilskug pros ■ 
lora ima najvile prebrojno mnugo razlićliib od nule, ćak i kad je orionomirani 
sisiem {х,} neprebrojir. Radi dokazivanja ovog (vrdenja, zapa/.imo najprc da su- 
ma kvadrau modula ma kog konaćnog broja Fouricr-ovih kocficijcnau nckog 
okmcnia х nc može bili vcća od kvadrau njcgovc norme, ij. da za svako kona- 
ćoo k važi: 

£l<*,.*)M|xi:». < 9:м ) 

i-i 

4 

Naime, ako posmuiramo ckmcnt 7-x0o£(x,. ') л ',» koji lakodc sigurno 

' #'•! 

pnpada isiom prostoru X, i u/memo u obzn da mora biti (j-, y)> 0, dobićemo 
ncposrcdno, na osnovu osobma asocijativnosti i dislribulivnosti skalarnog proi- 
zvoda, 

(7. у) - (* © «* £ <*.. *> л 9 0 £ < V x > X J ) - <*» *У - £ <*. <*/» *> x i) - 

X .-I /-I ! Ј- I 

-i «*..*)*!.*)♦ £ £«*,.»)*.. <*#• •*) x j) “Л х 7 £ J ( ж , •■*).*> 0, 

<>i *-i 

Ito dokazujc relaciju (9.34). Uoćimo ud skup F. Fourier-ovih koeficijenau 

ckmenta х£7, koji su po modulu veći od - . Neka su lo, rccimo, (.r„, х), 

и 

(x k , х). , (XI., х). Na osnovu (9.341 onda mojemo pisaii: 

£ i(Xl,. Д)Ј* 

,-l r 

odakk sledi da jc т<«г | ||дг|{ а , ij. da гл svnko liksirano л skup F, sadrži saroo 

m 

konaćan broj Fourier-ovih kocficijcnaia. Prema lome, u uniji (Ј F m , koja preds- 

■ «l 

laviji ikup svih Fourier-ovih koeficijcnau različinh od nulc, roože bili najviSe 
prcbrojivo mnogo ckmcnaia. Drugim rečima, u sumama oblika 


• » 

•I(X„ x)x„ I|(x„x)l» 


(9.35) 


uvek ćemo imaii najvilc prcbrojivo mdogo sabiraka, ij. lo će uvek biii redori 
i mkada ncćcmo doći u suuaciju da ih moramo ireiiraii oa složeniji пабп 

(na primcr, kao inicgrale). To znači da ako sa х,,. х., x Nt ... uznačimo 

ooe elemcnie posmairanog ortonormiranog sistemu Јх,} za kojc su Fouricr-ovi 
koefiajcnti ckmenta x£X razlićiti od nuk, gornje suinc možcmo pisAli 
cksphciinije 


I (Хн.Х) x», , 2|(л..х)| Ј , 


(9.36) 


uko da se jasoo uočava da u njima ncma vik nego prebrojivo mnogo sabiraka. 
Prvu od ovih suma zvećcmo Fourier-ovim razrojem, a za drugu inožcmo odmah 
pisaii: 

£|(*H.*)I J <lfxij J . (9.37) 
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jcr su, u skladu sa (9.34), parcijalnc sumc ovog rcda ogrtni&oc a svako k. 
Kclncija (9.37) se, zbog analogijc sa (9.29) zovc ВеиН-оп i тфЛшОт. . .5 


KoBTcrgeoclJ* Foirter-otog гмтојв- Ncka jc х mi koji eleraeni jednog 
bcskonačno dimcnzionog i komplelnog crmilikog proeiora. Dokaznćemo da ц/е- 
gov Fourier-ov rozroj urek konrerglro u smlslu metrike тЈикопгпе skalantlm proe- 
zvodom. U lom cilju posmatraćemo slcdcda dv* niz* parcijalnjh suma: 




(9.38) 


zapaamo da clcmenli % pripadaju proeioru X. dok »u о л poziiivni »kakri. 
Prcma relaciji (9.37), niz о л kouvergir*. 

Rasiojinjc izmcdu clemenaU i, i j, u amitlu metrike (9.11) indukovane 
skalarnim proirvodom jc: 

р('-о-м.е'«н-| o| (ju. х)л.||- 

-J( оУ (хк.х)х»., „£ (ХЈ..Д)*«.)- 

-J f !(*<.. (»•») 

Poito jc niz n. konvergcottn, on je »igurno i Cauchy-jev. p* ae izborom do- 
votjno velikih vrcdnosti гл m i n mole postići da budc No, io 

onda povluii i p (s m . rj<« za iaie vrednosti m i n, tj. i niz i, je Cauchy-jcv. 
Poito sc niiic ruzmatranjc odnosi na kompletne proaiore, zakljuiujcmo da jc mz 
s„ konvergenlun. Ovaj zakljufiak sc ćesto izražava tvrdnjom da su redori (9.36) 
ekvtkonvergeninl: iz (9.39) ic vidi da konvergcocija jednog povlaći i koovergce- 
ciju drugog. 

Svakakotrebazapazitida dokazana teorema I vrdi samo da red.j (**.. •») s,, 

•-I 


konvcrgira, ne pruZajući tr.ogućnosl da к bcz daljcga utvrdi gramaia 
vrcdnost. Mcdutim bilo bi pogrdno smatrali da se. po analogiji м ko n a ćno 

dimen/ionulnim prostorom i relacijonr(9.25), ovdc mofc pisaii (х*,, x)x*. -х. 

*— l 

Slctkći primer nas u lo moZe ubediii. Neka jc 


*“(5i« £*• ••• • 5*i» •••) 


proizvoljan clcmcnt prostora /, 




Posmatrajmo u ovom prouoni 


beskonaćan niz ortonormiranib ckmcnata: 


x,-(l, 0,0.0, 0,0.... 0 ....), 
х г - ( 0 . 0 , 1,0, 0,0,... 0,...), 

Xj — (0, 0, 0, 0, 1,0,..., 0, • . .), 


(9.40) 
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|n-ti ekment ira* na (2л- l)-om mesiu jcdinicu i sve osUk komponcnte jcd- 
nnfcr nulife taj niz ekmcnau jc oćevidno t bcskonaćan i ortonormiran u smislu 
skalamog proizvoda (9.14) u / г Fourier-ovi kocficijcnti clcmeota х ćc bili: 

(*»*)- Eta-ia 

Uko da Fouricr-ov razvoj glasi: 

(x„ x)x.-^, (I, 0, 0, 0, 0, ... , £>,... )©*,((>. 0. 1.0, 0 0... )©... 

- O,...)-*'. 

Ekmeot х' pripada prosioru /„ jcr je f |5„_, P<ll^l l< + ee ' lako ** 

•-i _ •— i 

Fouricr-ov razvoj konvcrgira, oli jc u opttcm slućaju х* ^х. Samo za dcmente 
х koji na parnim mestima imaju nulc, btlo bi x‘-x. 

Potpeol ortooormirmBl sistrmi demenata. Ortonormiruni sistem dcmcnata 

S datog bcskooaćno dimenzionog i komplctnog crmitskog prostora biće po 
:ojci> poipun, ako u tom prostoni ne postoji njedan elemeni oslm 9 oriogo- 
nalan na svako х ,. Ovom sc osobinom potpuni ortonormirani sitlcmi bitno ra- 
ziikuju od ortooormiramh, jer sc od ovih ckmenata poskdnjih zahteva samo da su 
uzajamno ortogonalni i da imaju jcdimĆnc normc. lako d« jc dopustivo posto- 
јалјс nenulnb ektnenala orlogonalmh na sve clcmcntc datog ortouormirunog 
uucma. Na pnmcr, bcskonaćan ortonormiran niz clcmcnala (9.40) u /, nijc 

polpun, jcr je. recimo elcmcm Х|-(0. 1, 0. 0 0, ...) ili clcmcnt П-(0. 

0 , 0 . I. 0 0 , . . .) ortogonalan na svako х.. 

Za potpunc ortonormiranc sistcmc demenatn jednog beskonaćno dimcozio- 
oog i komplcinog emuiskog prostora vaii Riesz-Flscher-ora leorema, prcma kojoj 
Fourier-or razroj ma kog elemenia u odnosu na poipunl ortonormiranl sislem 
konrergira samom lom elrmentu, tj. 

*I(x..x)x,-x. (9.41) 

t 

Da bismo izbcgli sloieni naćin pisanja koriVkn u nckoliko nutijih relocija, ov 
dc ptfcmo prosio o2; i*ko formalno u takvom naćmu pisanja ova suma moZe 

imaii i vtk ncgo prcbrojivo mnogo sabiraka, dokazali smo ramje da ćc ih biti 
najvik prebrojivo mnogo razlićilih od nuk. 

Dokaz Ricsz-F'iscbcT-ovc teorcmc slcdi iz ćinjcnicc da suma su levc strunc 
jcdnaćine (9.41) konvcrgira na osnovu (9.39), tako da u posmatraoom prostoru 
postoji deroent x-x©o2(x„ x)x,. Lako jc vitkti da jc on ortogonalan na 

svako х,. Zaista: 

(*. *J- (x©o2(X„ X)X„ х) - (X. Xj) - 2 ((X„ X)X„ Xj) - 

= (*. x ,) - 2 (W) *u “ <*• x j) - x ) “ °- < 9 - 42 ) 

Prema tome, ako jc { х ,} potpun ortonormiran skup, гаогл biti х-0. odaklc 
izlazi (9.41). To jc gcneraliracija relacijc (9.25). 


I6S 


Ova teorema ima dvc važne poiiedice, koje proiolaze iz oeobina skalarnog 
prorzvoda. Naime, na oinovu (9.41) imamo 

(ДГ, X) - (° I(X„ *) o l(x r X ) Xj ) - 2 2 (<*,. X) Х,ЛХј. X) х ) - 

' (9-43) 

- 1 1 (*,. X) (X, , X) (X, . X ; ) - 1 2 (X, . X) (X ; . X) l,j - 2 t <*, . *) I *. 

I i • i • 

ij. ako (х.) obrazuju potpun orconormiran sisiem, važi Bfuet-o*a jethtafma. 

1»1*-21Сч.јОР »■**) 

$ 

koja gcneraliSe jednaćinu (9.29) iz umiarnUi proitora. Aio nije ngurno da jc 
(z,j potpun ortonormiram sistem, važi BfiuLo*a nejednaflna (9.37). 

S druge strane, na osnovu (9.41) i ovobma skalarnog proizvoda proizilazi 
tukođc i: 

(X. у) - ( »2 (*.. x)x„*J. (x„ у) x t ) - 2 (X,. X) (х, , y)i (9.45) 
» / • 

detidji računiinja su anaiogi onima u (9.42) i (9.43 у Relacija (9.45) je 
Paneial-ova jednafma u beskooačnc dimcnzionom slućaju, kao Ito vidimo ona 
vaii jcdino ako je (х.) potpun ononormirani sistem. Za konatno dimenzKMii 
(uniturni) prostor, Parseval-ova jednaćma ima već ranije nađcni ob(ik (9_28>- 
Kiesz-Fischcr-ova tcorema pokazujc da izmcđu ortonormiranc ba/e u uni- 
larnom (konaćno dimcnzionom) prostoru i potpunog ortonormiranog tistema 
clcmetuia u beskonaćno dimcnziooom prostoru postoji izvcsna ana)ogi>. Svaki 
clerncnt x(- X sc u oba slućaja mcže prikazaii kao linearna kombinacija опо- 
norimrunili elcmcnuta, kao «to se vidi iz (9.25) i (9.24), te su u tom pogjedu 
konuČno i beskonaČno dimenzioni slučaj slični. U kooačno diraenzionom dučaju. 

rucdulim, važi i obrnuto Ivrdenje: svaka Jmearna kombinacija oblika 2 Tv-4 

t-l 

prcdMuvlja ncki clement dalog unuarnog prostora. U beskonačno dimen/ionom 
prostor u unulogi izraz, 2т.<«.. mora nulno predsiavljaii neki elemeni pos- 
malranog prosiora (tj. napiuna suma ne mora konvergiraii). Kao Sto smo 
vidcli, io ćc biii jcdmo u vlutiju ako su kocficijcnii у, lakvi da jc 2.T.!’< + 00 • 

u bkludu sa (9.39). Sa ovim ograničenjem sc ■ kod bcskonačno dimenziomh 
prosiora upolrcbljava, umcsio lermina ortonormirani sisiem, izraz ortonormi - 

'unu buzu. 

Efcktivno provcravanjc poipunosli datog ortonormiraoog sistema clcmc- 
nau u nekom koakrclitom bcskonačnom dimenzionom i komplelnom ermiiskom 
proMoru vrlo čcsio sc vrii na laj način Jio se proveri da h zadovoljcna Basscl- 
-ova jcdnaćin« (9.44) ma za kojc x£X, ili Parscval-ova jednačina (9.45) ma za 
kojc х,уГ- Х. Zbog loga se ovc jednačine ćcslo nauvaju i relacije potpunoat. 

Kao v.t/na posledica Rjes7-Fischer-ove icoreme proizilazi da jc Imeal nad 
poipufiini urtoiurmiranim slstemom u beskonaJno Jimenzionom i kompleinom ermit- 
skoni prostoru uvda gust u tom prostoru. Podseiimo se da lincal nad datim 
bcskonačnim skupom elcmenuta čine sve linearnc kombinacije oblika (8.13) sa 
kunafiu mnogo subiraka. Podschmo se lakođc da ćc podskup X’(ZX bui svuda 
«uvt u X, ako jc za svako x(£-** moguć« naći bar jcdno х’ £Х' 2* kojc važi 
P(x. д )<е, ma kako malo bilo odabrano e>0. Dokaz gorojeg iviđcoja sc 
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može dali na skded način. Označimo sa x.,,x^ х^,... onaj skup od 

najviSe prebrojivo mnogo ckmcnau datog potpunog ortonormiranog sisiema, 
(x t ) koji moŽc bili i ncprebrojiv za koje su Four*r-ovi koeficijenli demenia 
хСХ različili od nuk. Prema Riesz-Fischer-ovoj tcorcmi možcmo, dakle, umesto 
(9.45) eksplicitno pisaii 

х- of (хц. х)х л . (9.46) 

V-l 

Elcmcni 

х -оЈС*.. х)х, џ (9.47) 

•-I 

■ma samo konačno mnogo (n) sabiraka, pa prema tomc pnpada linealu nad 

ekmenlima x,„ xi t . .. . , X* lj. i Imealu nad fx,). Rasiojanje izmcđu х i 

х* iznosi: 

p (аг. х') - li x©X* |] - II o | (Xi. . х) ХЧ || - 


*2 *)*•)" 

• •• / 

suma pod korenom u poslcdnjcm izrazu je sigumo konvcrgcnma na osnovu 
Beaad-ovc jedručinc (9.44). uko da sc izborom dovojjno velikog n može postići 
da ona bude manja od r 1 , tj. da ovo rastojanje budc manje od nu kako 
mak)g unaprcd zadanog broja *>0. čimc jc izncto ivrdenjc doka/ano 


vi :(*.,x) I*. (У-48) 



9.4. IIILBCRTOVI PBOSIORI 

Ц«)от trparabilaasii. Hilbcrlovc prostorc smo dcfmiali kao bcskonačno 
dimcnziooc crmitske prostore koji osim osobine kompktnosii imaju i osob.nu 
separabilnosti. Sada čcmo pokazati da je za ovo dovoljno da potpuni ortonor- 
miraoi sistcm u toin prostoru bude prebrojl r. ij. da sc clcmenti tog potpunog 

ortonormiranog nstema roogu porcdati u niz х,, х, 

U ovom cilju uočimo jedan elcmcnl x£X i prctpostavimo da jc pot- 
• puni ortonormiram sislcm prostora prcbrojiv. Prema Riesz-Fischer-ovoj te»>rcmi 

(9.41). moči ćemo pisati: 

. x = o| (х,. .T).r v . 

, Uočimo takodc i elemcnt 

. x'-o2 (x,.x)x w . 

za koji smo na kraju prcihodnog odcljka pokazali da uz izbor dovoljno veli- 
kog n može biti proizvoljno blizu (u smislu metrike indukovane skalornim pro- 
izvodom) elcmentu х. Elcmcnt .х 4 pripada Imcalu nad clcmenlima poipunOg 
artonormininog sisicma, jer sadrži konačan broj sabiraka UoČ.mo i trcći ck- 
mcnt ргомога X oblika 

x--'ŽW. ,9 - 49 > 

.-1 
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ćtji kocficijcmi imaju racionalni raUm i imaginaroi dco. Podcsmm izborom 

ovih lcocficijcnaia molc sc posilći da р(У, x")<^-, gde jč t>0 unapred od 

bran mnli broj. Ovo jc sioga Sto je skup racionaloih brojeva svuda gust u skupu 
rcalmh brojeva. To se dctaljnijc vidi ir 

'-)-u *-e*i -| *)-*,i*- 

-yli !**(*.. *) *»>.!'+ il'.K. *)-/.».!■■ (»») 

V —I —I 

Ovdc Re i /т znaćc realni i imagioarni deo. Ako se. dakie. uzznc 

\/m(x^. x)-lmK, |*<-Lc*, 

iio je siguriio uvek mogućc. imaćcmo p (х*. х") < . S druge strane izborom 

dovoljno vclikug n možemo, na osnovu (9.48), posti6 da bude p(x, дг*) <y, tako 
da rrlucija Irougla daj«: 

p(x. x")<p(x, jO + P <*\ *")<*. (9.51) 

Odatlc rakljufujemo da je skup (9.49) clemenau lineala ned ortooormiranom 
b.uom va rocionalnim koeficijcniinu svuda gust u posmatranom pnntoru X. 
No, taj skup je i prebrojiv, lio znać. da je X separabilan prostor, jcr u njemu 
postoji prcbrojiv avuda gust skup. 

kougrueoclja и prosioroei /,. U scparabilnom (Hilbcrtovom) prostoru mo- 

žcnio reladjc (9.41), (9.44) i (9.45) napiuti kao: 




(9.52) 


x !l-\ll\ (x **)r. 


(*• У) - I ( V *) (**. У )• 


(953) 


(9.54) 


Ru/Jika izmedu ovih rclacija i pomenulih rclocija u тл kom beskonaćnom dimcn- 
zionom i komplctnom ermitskom prostoru je u lome fCosu elementi orlonormi - 
rane baze o*Je isti za sre elemente prostoro, jer ib ima samo prebrojivo mnogo, 
koliko svaki clemcnl može imati Fourier-ovih kocficijenata razlifitib od nule. 
lstuknimo da i u sumi (9.41) posloji, ргстд rcćcnom, ukode samo prebrojivo 
ninogo sabiraka (samo prcbrojivo mnogo Fouricr-ovih koeficijenata jc razlifito 
od nule, fak i ako ortonormirana baza ima neprebrojivo mnogo elemenata), 
ali se elementi baze prisutni u sumJ mogu menjati oJ elementa do elemento. Naime. 
° svafci element prostora u tom slućaju treba iz neprebrojivog skupa elcmenata 
ortonormiranc baze izdvojiti samo onih prcbrojivo mnogo za koje ćc Fourier-ovi 
kocficijcnti biti razlićiti od nule. 
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Uporcdivanjcm relacija (9.52)- (9.54) sa formulama (9.14) i (9.15) 
skalarni prouvod i normu elemcnia u prostoru /„ zakljufiujemo da sc L 
ciemcnau ma kog Hilhertovog prostora i ekmcnaia prostoni /, može uspo 
biunivoka korcsfundcncija tako iio ćc sc svakom elementu posmatranog //, 
torog prastora pridnditl beskonačan nti njegorih Fourier-ovth koeficijenah 
odnosu na datu artonormiranu bazu : 


*-•!(** *K *-• ДГ--((х„ xX(x, X) (х а . X). ... ). 

Ova korespoodencija ofevidno ofuvava strukturu (zbiru dva dciucnta ma 
Hilbrriovog prostora priduiuje rbir njihovih bcskonaćmh mzova Founcr 
koefiCijcnata, a proizvodu clcmcnu i skalara pridružujc proizvođ beskon 
mza Fourier-ovih koefcijenau i istog skaiara) i, kako sc vidi iz (9.54) i (9. 
ukuv!j4 invarijantan skalarni proizvod. Prcma tome, korespondcncija (9.5 
kongrueneija. Ona je analoga kongruenciji (9.31) izmedu ma kog uni 
(konaćno dimenzionog ermitskog) prostora i prostora Na taj načm pro 
/, postajc najvainija konkretna realizacija Jlilbertovog prostora / ma kojl 
berttrr prostor kongruentan je sa prostoram /,. Na osnovu (9.55) možcmo t 
tvrdifi da su, preko kongruencijc u /„ ma koja dra Hilbertora pros . 


Funkclonaini Hilberto« prostor L s . 7л mnoge primcoe u Teorijskoj fizi« 
poscbno u Kvantnoj mehanici. cclishodno je imati na raspolaganju realizaci 
Hilbenovog prostora fiiji su ekmenti fUnkcije. Prostor C, (n, A) sa skalar 
proizvodom (9.16) i normom ј mctrikom (9.|7) mje dovoljan гд tu svrhu, 
je scparabilan, ali nije kompletan, kao ito jc ilustrovano pnmcroiu (8.30). 
bismo, dakk, dobili funkcionaJni Hilbertov prostor, trcba C s [a,b\ dopumti 
da obuhvati i prekidnc funkcije, koje bi b.k gnnifnc vrrdnorti mzova anal 
omma u primeru (8.30). Sa ovnn prolircnjcm, mcđutim. relacije (9.16) i (9. 
guhe dosada(nji smisao, jer Ricmann-ovi mtrgrali koji sc u njima pojavl* 
nisu defimsam ma za kakve prekidne fuokcijc. 

Umcsto Ricmann-ovog integrala moramo, dakle, koristiti pojam Lebes, 
-arog integrala, koji ima smisla t kod funkcije koje nisu ncprekidne. U ok 
ove knjigc ne možcmo strogo matematićki zasnovuli pojum Lcbcsguc-ovog i 
grala i skupova tncrljivih u Lcbcsguc-ovom smislu*. Naglasimo saino na o 
raestu da ako je neka funkcija integrabilna u Riemann-orom smlslu u kona,' 
inlerralu (u, 6] ona je onda integrabtlna i u Lebesgue-orom smish u istom 
rrahi, l oba integrala se poklapoju. 


(R)Jx(t)Jt-(L)Jx(t)dt. 


Oznakc (R) i (L) ćemo konstiti da naglasimo o kom lipu integrala sc r 
kada je u> potreboo. Valno je isiaći da obrnulo tvrdcnjc ne važi. Funkcija m 
biti imegrabilna u Lebesgue-orom smislu a du njen Riemann-ov lntegral ne post, 
Jol nekoliko anulogih osobrna i stavova je navedcno na kraju ovc Glave I 
(ormalnog dokazivanja, и ciljcm da sc olakta opcrisanje sa ovim novim pojmo 
iDtegrala. 

* Za opSirojje uptuĐuvaiijc sa ovim puanjime. 6uocu к prrporviCuje đa komullu»< 
и рпокг, клј«и aiiranu u spbku litcnture pod rednun brojan 1. lll Gbva. jli kniigu po 
redaim brojan 2«. V GUv*. 


lo 


Definiiiroo sada prastor kompleksnih fmkeija reainog argumenta. koje Vnaju 
osoblnt da lm je kradrat moduh Lebesgue-integrabdan u datom interraiu (a. b), 

(L)J\x(iy\di< +«. (’ 57 > 

л 

Тај proslor ćemo ozmć.ii и Ц(а. b). Unuirminja i spolj^ja kocnpozjcija, 
koje ie ovom projloru daii algcbanku strukiuru lineamog vekiorskog prmiora, 
dcfmiše sc k*o obićno sabininjc funkcija i njihovo množenjc brojcvima Poireboo 
jc, razume s e. dokazati da »e pomenute operac.jc za.sca roogu ovako defuuMU. 
tj. da ćc *x(l) i *(f) ty(f) bili ckmenii prosiora L.(a. b) ako su lo x(/)i y(i ) • 

imamo: 

<AJ/| »х (/) | - («/l«|*l х<ОИ«* - 1-|>((«/| -<*) I* «*]< + - (9.5в> 

•cr i Lebesguc4)v intcgral dopoSu izviaćenje konsianic ispred znaka taicgraU. 
Dakle, ako jc х (/) E L, (a, b) biće i и (/) в L. (a, b) nu za kakvu (kompleksnu) 
vrednoat sknlani a. Du bismo doka/ali arulogo ivrdeeje ra zb«r dve fuokci/c 
1 1 L.(a, b), zapazimo najpre da se u oćcvidne ncjcdnakosu (| x(i)\- |/(/)|l >0 
nakon d.zanja na kvadral i ncznainog preured.vanja dob.ja uslov 

)*(/)| |y(/)l<y!U(/)l , +lr(OI , l. < 9 59 > 

koji JC ispunjcn тл svako /f=(a. b). Ako Md eksplicitoo napikroo x(/)- 
— A'j (/) + / Xj (/) i г(/)-У, (0 + /Т,(0. inućcmo: 

• ЈГ(/) + Ј*(Г); а - | JC, (/)+>, (Г)+/1Х, (#)+Г> ('>11* — 

-*;(/) + 2x, (/)/,(/)+/' (/) + *’(')♦ *M0M0+/5(0 - 

-|ДГ(/)!* + !/(/)| а +*1», (Or, (/)тХ,(/)г,(/)]< 

< l '(0] , + |/(0. , -f4>(i)|^(/)'. ( 9 ‘°) 

Ncjed mikosi u poslcdnjcm rrdu proizila/i iz oćevidmh uslova х, (/)/,(/)< 
•-|л(0М/(0, .v.(/)j 1 (/>w'|x(/)||r(/) . Ako sad iskocsliuro (9.59). moć. 
ćemo dalje pisaii: 

X(f)+r(0 , <.ЗЦх(0: а + , г(О. , 1 ( 96 ‘) 

D.iklc. 

b * џ * 

((.)/>(0Ч.У(0« , Л<з[(1.)/|Х(О! , Л + (^)/|/(01 , лЈ< + -. (9b2) 
• - * 

ćimc je dokazanu da ćt biii х (/>+/(0 e L.(a. b), ako ja х(1)с^,М) » 
i (i).: L.(a, b). StaviSe, ako u nejednakosti (9.59) ume»to ( t (/) •} (/)> nap.iimo 

л (/)1 > (/)!-■ -чо: i /(0 - л(/)ј(/) 1 . 

dobićemo: 

t » » 

( L ) /|х (/) /(/)■(//< ’ [(/-) /, л(/)М*Л + (£,/, у (/) I* dt ] < + oo . (9.6)) 

„ 2 - : 
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.■Vn možano zakljufili da inlcgrai ( L)J x(t)y(t)dt konvergira. Naimc, prcma 

osobmama Lebogue-ovog integrala (v. napomene na kraju ovc Giavc), funkcija /(/) 
ćt biti miegrabilna. ako jc |/(/)| iniegrabilna. Taj zakljufiak jc za naia razmai- 
raaja vrlo važan. jer omogućuje da skalarni proizvod u L.(a,b ) definiicmo po 
analogiji sa (9.16): 


(л. y)-(L)fx(t)y(t)dt. 


(9.64) 


jer će napisani iniegral uvei konvcrgirati ako j? x(t),y(t)(r L t (a, b). Aksiomi 
skalarnog proizvoda su sigumu zadovoijeni na osnovu osobma Lcbcsguc-ovog 
inicgraU, analogih osobinama Rtemann-ovog iniegrala. 

Na osnovu rcćenog izlazi da je prostor C, (a, b) neprekidnih frnkdja Ime - 
arni potprustor prostora L 2 (a, b). Staviie u funkaoiulnoj analizi sc pokazujc da 
je skup neprekidnih funkeija svuda gust u L t (a, b) u smislu mcirikc 




(/.)/|x (/)-/(/) 


(9.65) 


mdukovane uvcdemm skalarnim proizvodom (9.64). Odavde odmah zaklju- 
ćujcmo da je Ц(а, b) seporabilan prostor V Da bi»n» se uvcrili u lo. 
иобто elemcnie x(f) ovog proviora. PoUo je skup neprckidmh funkc.ja 
svuda guti u njcmu. mole se naći ncprckidru funkcija y(t) uko da bude 

p(x, y)<— , gde je «>0 proizvoljan unaprcd odabr.in broj. S drugc strunc, 

ocka y,(t) pripada prcbrojivom svuda gusioni skupu u pMprosioru ncprckidmh 
funkcija (ovaj potprusior je u sivari ргомог С^\а, b) i scpurubilan jc. ij. u nje- 

mu postoji prebrojiv svuda gusi skup), odnosno ncka jc p (/,/,)< ^-.No.on- 

da rclaap irougb dajc р(.т, /,) < P (х, у) + ?(/. /,)<«. odaklc i/lu/i da jc skup 
sa ckrocnlima >•,(/) svuda gusl i u prosioru L 3 (a. b) (a nc samo u C.[a, b ) ), a 
poiio je taj skup prcbrojiv, posmatram prosior jc scparabilan 

U funkaonulnoj analizi sc doka/ujc lakodc dj jc pruslor L t ( u , Л| komplcian**. 
Naovommcstu ne možcmo navodm doka/ ove ivrdnje. Napomcnnno samo du 
gramćna vrcdnosi niza funkcija (8. 30). koji jc bio posmairun da bi sc p.*kazalo da 
C,|- I, IJ nijc kompleian prosior. jc funkcija koja pnpuda prosloru /.,(-1. I), 
jcr je kvadrai njcnog modula inicgrabilan. 0\o jc vrlo luko provcrili. 

Poito jc prosior пш kakvih funkcija sigurno bokonućno dimcnziom. lakav 
ćt biti i Li(a.b). Ovaj poslcdnii prostor jc uz lo komplctan i sepurabilun, ij. 
L. (a, b) je Hilbertor prostor. 


Oriooonniraae kaze u prosloru L.. Na ovnovu gorc iznclog, prostor 
L. (a,b) jc separabilan. roa kakav da jc intcrvul (a, b) nu komc su njcgovi 
ckmcnti defimsani. Poito ve svaki konačni ili polubcskonaćni intcrvul možc 
jcdnosiavnom smenom пс /avisno promcnljive preslikali na (-1. I) i (0. r =*) 

• Doku osog ivrOenjj. kojc upravo vuh u ma koni p»o»ioni L,(a. b). moic vc naa. 
ru primcr. u knji/i navcđcnoj u %ptiku lncrjiurc poJ rednim broym | . мг. 187. 

•• | ovaj tuv zaprevo u nu kom prosioru I., la, bK kuolio >c пкме v.deu u 
knjui tavnknoj u vphku Mcraiurc pod rcdmm brcjcm I. «'• 190- 
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rciptk.livno, dovoljno je da razmotrimo pitanje nalaženja onooonmranih baza 
u prostorima /^(-1, 1), L 2 ( 0, + ») i L,(" oe .+ eo )- 

Istakii smo da je skup ncprekidmh funkdjt svuda gust u L,. uko da se 
roožemo ogranićiti na nalalcnje ortooormirne baze u ovom skupu. Kada je 
intcrvul (о, b) konafan, onda Imcarno nczavisne funkcije I, l,f 2 t 6ne 
jcdnu bazu (ali ne ortonorminmu), poito sc svaka oeprekidra funkdja roožc 
prikazati svojim McLaurin4»vim redom. Ako se na цј niz fuaicija primeni 
Schmidi-ot postupok oaononalizaeije (9.32), kuji sc ncposrtdoo generalik na 
bcskonačno dnncnzioni slućaj, dobija se, za intervai (-1, 1), ononormirani niz 
Ugendre-ovih pulinoma, koji sc rnogu nrazili zajcdmčkom formuloB: 

х/ л+ т <f 

Л(0- (*'°. «.2 — ) (9.66) 

t koji čiiic jcdnu ortonormiranu bazu u £,(- 1. I). Ovaj rezuliat se dob*> kao 
spccijolan slućuj jcdnc opkc icoreme funkcionalnc anahze, lu>ju ovde navoduno 
bcz dokaza. Ako Je funkcija f(l)E L 2 (a, b), razlićiia od nule i zadovoi/ava usbr 
l/(/)J<Cr-*l , ' l gde su C i * dre pozitlme konsianie, onda je skup funkcija 
i e f(i ) (и~0. 1,2,...) poipun u Li(a, 6)*. Daljom onogonalijacjjom se iz 
ovof, skupa možc dobih jedna ortonormirana haza. Pri dobi^nju Legcndrc4>vih 
polinomu jc bilo uzclo /(l)- I. 

Gornja teorcnui vuži i u slućaju kada j« intcrval (a, b) polubcskonačan 
ilr bcskonačan. U prvom slućaju se može uzeii f(i) -r : . Ortogonalizaci- 

9 9 ^ e • 

jom niza Гипкија e~ т . ie~~ r , Ое~ * . i»r т , . . . u intervalu ( 0 , +■ «>) rezul- 
tira niz l/v. Lanuerre-ovih funkcija 

f 

*. (0 _iriV£ (( ._ O . (*-0, 1,2 ) (»67) 

л! Л 

koji prcdsiuv Iju jcdnu ononormiranu bazu u £, (0. + oo ). U prostoru L, ( - «o , *■ *■ ) 

možcmo u/cti /(r)-r * ' . • ortogonalizacijom uko dobijenog niza funkcija 

r~ : ' 1 . te 1>е~ ^* 1 , ... doći do niza tzv. Hrrmite-orih funkdja 

9,(0- £l~ «~ 1.2....) (9.68) 

l'* л 

koj« sc mo»-u u/cti za jednu ortonormiranu bazu u », + «>). 

Illlbcrtnr prosior L,(a, b). Ovaj prostor obrazuju svc perioJk'ne funkdje 
/.rdunc u ncogranićenom intcrvalu (fl, ft) i kojc se izvan tog intcrvala periodički 
pon.ivljaju. Ostalc relcvantne osobrnc elemcnata ovog prostora su istovctne sa 

ouiina u prostoru L, (fl. b). tj. intcgral (i)/|z(l)| , 4f oe sme diverginti, ska- 

lurni proizvod je dcfinisan na isii način, jcdnaćmora (9.64), itd. Ovaj prostor je 
kompletan i scparabilan, po?to ima istu metnku kao i Lj(a, b). 


• Doka/ ovo* stava se molc naci, oa ргипег. u клјш 
28. u spkku lilcmiure., »t r. 404 
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9 


Skup trigoDometnjskib poliooma sa racionalnim koencijentima je svuda 
gust u ojcmu. Razmatranja vezana za prostor pcriodićmh fuokcij a L, (a, b) 
obićao ic izvode sa specijalnim prostorom L,(-ir. х), poito se svuki drugi 
konaćni inicrval molc preslikati oa interval (-к, rt) jcdnostavnom srocnom 
oeravisno promenljive. 

Za dcmemc ortonormirane baze u £, ( - r. к) uzimamo: 


I cost sinf cos2f Si n2f 

/ 2x ’ fT' Г' ГГ' |Г5 



Ove funkdje su dobro poznate iz leorije Fouricr-ovih rcdova, Itoji su istorijski 
bili prvi pnmcr Founcr-ovog razvoja (9.41) po eleroentiBa jednog bcskonaćnog 
poipunog ortooormiranog sistcma. 

Omovme otobiar LckevEue-ovog iotegrala. Analiza ra/lika izmcđu inicgrala 
u Riemanu4>vom i u Lcbesgue-ovom smislu izlazi iz okvira ove knjigc. Na ovo 
pitanje se moictno osvrnuti saroo sa nckoliko rcći. upućujući ćiiaoca koji žcli 
podrobnije informaaje na matematićku literaiuru*. Pri đcfimsanju intcgrala u 
Riemann-ovom imislu polazi sc od proizvoljnc podclc oblasii mtcgriranja nu 
podinicrvalc. i egzisiencija integrala je bila obezbcdcna u onim siućajcvima kada 
je proizvoljnost u izboni taćaka u svakom podintcgralu ,.mik>" uiicala na 
vrednost Daxboux-ove »ume. Ovakva situacija postoji, na primcr, u slućaju kad 
„maloj'* prcmcm arguroema odgovara „mala" prorocna vrcdnosti funkcije. 
Zahvaljujući ovome, svaka nrprekidna funkcija (u /atvorcnom, konačnom intcr- 
vaJu) mtcgrabilna jc u Riemann4>voro smislu. Možc sc, itnviJc, reći da шко postoje 
i neke prckidnc funkc jc koje su iotegrabilnc u Ricmann-ovom smislu, Kiemann4>va 
dcfmic ја integrala je formuliuna sa prvensivcnom namcrom da svc ncprckidnc funk- « 

cijc budu intcgrab Ine. U Lcbcsguc-ovoj defmiciji intcgrala, кж> polazna tućka služi i 
ne dcljenje oblasti nezavisoo promcnljivc, već sc oblasi rreJnosii funkcije ileli 
na poJimerrale. pa sc ratim svakom od ovih inicrvala pndruli skup imervula 
nczavnoo promenljive koji mu pnpada. i tek иакоп ovog sc formiraju sume 
analogc Duxboux-ovim sumama u te«>nji R emann-ovog integraja. Ovim sc 
pouižc da sc unuur ovako odabranih podmtervala nczavisno promcnljvc vrcd- 
nosii funkcije „mak>• , razlikuju, ito obertieduje postojunjc intcgrala za mnogo 
liru klasu prekidmh funkcija. 

Navodimo, bcz dokaza, nekoliko važnih svojstava Lebesgue-ovog integrala. 


(I) Funkcija х (l) biče iniegrabilnu u Lebesgue-ovom smislu samo nko je 
inlegrabilna funkeija | z(X)J. Zbog ovc osobine, na primcr. funkcija x(/)- S ' n/ u 


iniervalu (0. *>) nema Lcbcsgue-ov intcgral. iako ima Rieman-ov integral. 
Naitne, ako sc napk 



(intcgral moJc biti i Lcbcsguc-ov i Ricmann-ov), s dcsnc strane sc dob ja jedan alter- 
naiivni, uslovno konvergenim red, ito mjc preprcka za poslojanjc Kicmann-ovog 

• V. Гшаои ru »tr. 16S 


173 


т 

ir.icgrala |(Л) 1 ј , ali iskljućujc poscojanjc Lcbesguc-ovog. Skup svih 


funkCijamtcgrabilnih u Lcbcsgue-ovora snislu, ij. lakvih da iniegrai (L) J\x(l)\dl 

nc divcrgira obično se označava kao prosior L, (o. b). 

(2) Dve funkcije. х, (r) i х. (/), ćijt se rrednosli meJusobno raslikuju samo 
u najriie prcbrojivo mnogo laćaka imaju jednake Lebesgue-ore insegraie. Zi funkcije 
s.i ovom ovobinom kale se da su jednake skoro sruda’. Na prirncr, izv. 
Dirichlel-ova funkcija D(i) dcfinisana u micrvalu (0. I) na sledcči пабп: 


2)(/)- 


1, za / racionalno, 
0, /л I iracionalno. 


(9.70) 


jc vkoro vvuda jcdnaka funkciji /(/)-() (skup racionalnih brnjcva u navedcsom 
mtervulu jc prcbrojiv), pa nu osnovu gornje osobine ima Lcbcvgue-ov imcfraJ. 

(L)(D(i)i/I- 0. Mcdutim, ova funkcija nije mtegrabilna u Riemann-ovom 

o 

snuslu. jcr ma kako dclili mtcrvalu (0. I) na podintcrvafc. uvek je u svakom 
podintervalu najveća vrcdnosl funkcije jednaka I, a najmaoja je jednaka nuli, 
tako da gornja i donja Darboux-ovu suma nc lcte istoj granici. 

(3) Ako jc fmkcja iniegrabilna u konaćnom biiervabi [o, Л) « Riemonn-oivm 
smislu, ona je inlrgrabilna u isiom inlervalu I u Lebesgue-crom smlslu, i oba 
mirgrala se poklopaju. Ovu osobmu smo vcć naveli, jednaćma (9.56). Malo рге 
ГЈ /motrcni primcr Dirichlct-ovc funkcijc (9.70) pokazujc da obrnuio Ivrdenje 
nc va)i. Primcr uz siav(l) pokazuje, uz lo, da se sUv (3) ne moie gcncralisati 
na bcskonačnc iniervale. 

(4) Za Lebesgue-ov imcgral vole relocijr. 


(L) f nx(l)di -x[(L) f x(l)\. 


(9.71) 


{L)f[x(t)+y(l)]dt-(L) fx(i)di + (L)f y(i)di. 


(9.72) 


(L) J х (l)dl - (L)fx(l)dl + (L) f x(i)di. 


(9.73) 


Ove rclacije su potpuno ideniićnc sa odgovarajućim osobmuma Riemann-ovog 
intcgrala Onc imaju smisla, razume se. jeđino ako svi izrazi koji tc u njima 
pojavljuju postoje. 

(5) Da bi valiia jrdnakosi 


lint (L)fx.(l)di-(L)fUmx m (i)di. 


(9.74) 


• U mitenuiici и pojam skoro tvuda jednakjh funkciia 
ticfinicu« X spccijalaR, ah u praku naj£eSd ftlučaj. 


(кГшвв nctio lue. i 
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j tiz futkcija x,(l) mora zadoiv'javali usiov |x e (/)[<>•(/). gdr Je y(l)£L,(o, b). 
Ovaj uslov će. specijalno. bm zadovoljen. ako sn funkcijc x.(/) ogramćenc. 

Izactc osobmc su dovoljnc za raćunanje sa Lebesguc-ovim intcgralima u 
svim pnmcoama. Napomenimo joi jcdnom da se oznakc (R) i (L). kojc smo 
mi ovdc konslili iz mctodskih razloga. u litcratun obično nc stavljaju. 


- ZADACI 

9.1. Ako je у jcdan fiksiran cfcmcnt nekog ermitskog prostora, skalarm рго- 
izvod (х.у) jc ncprekidna funkcija od х. tj. važi rclacija lim (х а ,у)- 

— (lim х а ,у). Dokazati. 

9.2. Ma za koja dva cfcmcnta х.у crmiiskog prostora važi tzv. relaclja para- 

Ichtr -п ц x@r||I + 1| же , ff . г II- II’ + 2 llrll*. 

Doluzati. 

9J. Normirani prostor u kome važi relaoja paralciograma iz prethodnog 
zadatka možc se prctvonii u crmitski, јсг funkcija 

ima svc osobine skalarnog proizvoda. Provciili. Ako jc posmuirani pros- 
lor već crmiiski, kakva veza postoji izmedu [х, у) i (х. у)1 

9 Л. Neka је Г kvadratna malnca n-tog reda sa rculnim elcmcntima y„ i ncka 

je za njih zadovoljcn uslov pozliivne Jefimlnosii (lj. ncka je £ тЛС« >0 * пв 

1.1-t 

za kakvc rcalnc brojcvc Д,, ... U- Pokazati da se onda relaojom: 

(*./)- i 

w-l 

može uvesti jedan skaUrni proizvod u rcalnom л -dimcnzionom prosioru 

U- 

9.5. Pod kojim uslovima će ^ 

(х. y)-(L) f у(1)л(1)у (l)di 

biti jcdan skalarni proizvod u L 2 (a. 6)? 

9.6. Skup х.. x |t х,, ... х. efcmcnata ermitskog prostora biće lincarno ncza- 
visan, ako je dcterminania sastavljcna od skalamih proizvoda (х,, хј) raz- 
lićita od nulc (tzv. Gramm-ova delermmania). Doka/ali. 

9.7. U prostoru mairica lipa pxq s e skaUrni proizvod možc dcfin.sati 
rcUcijom 

2 1јЧг 

Provcriti da su zaista zadovoljcni uksiomi skalamog množcnja. 
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9.8. Ако јс u prosioru mairica lipu 2x4 skalarni proizvod dcfinisan prcma 
pretbodnom zadaiku, odrediti kocficijent a tako da тмшсе - \ 

/1-2 0 e \ / 1 0 0 2 \ Л \ 

0-2 ,)■ 2,4) i 

(a) budu ortogonalne, (b) rastojanjc mcdu njima buda minimalao, 
(c) nj.hove normc budu jodnake. 


9.9. Da li sc u prostoru matrica tipu 2x2 mogu uzcti za ekmcnte jednc 
algebarske bare slcdeće ćciiri matrice: 



U potvrdnom slućaju, Schraidi4)vim p»tupkom onogonahzacije паб 
ononormirunu bazu Л х , Лу Л у Л 4 , ekvivalentnu danm reatr,cama u 
irnislu skalarnog proizvoda iz zadatka 9.7. 

9.10. Ako sc u prcthodnom zadatku za algcbareku bazu uzmu matnce 

-т 1г m,’ -т Ј% dcbće se Schmidt-ovim poAupkom 
ortogonalizacije ncka druga ortonormirana baza Л х \ Л,\ Л/, Л 4 - 
Naći ove m;iirice i izraziti ih kao lincarec kombinaaje mainca Л, iz 

4 

prethodnog zadotko. Ako stavimo Л,’ - Ј.*цЉ Јџ Ua se može reći o 
muirici tipa 4x4 ćiji su koefiCijcnii af 

9.11. Provcriti da sc u prosiom L t ( I. I) polazcći od funkcija I, I, I 1 , 
Schmidt-ovim postupkom ortogonalr/ac jc zaista dobija niz Lcgcndre-ovih 
polinoma (9.66). 

9.12. Napisati konkretan oblik Schwar/4»ve i Minkowski-jeve nejcdnmćine (9.8) 
i (9.9) za prostorc f& 2> , I, » L,(đ. b ). 

9.13. Napisaii konkreian oblik BcsscMive i Parseval-ovc jediućinc (9.53) i (9.54) 
u prostorima L.(- I, I), £.,(0. + «) i L,(- «, +«), uzimajući za 
clcmcntc ba/a lunkcije (9.66), (9.67) i (9.68) rcspckuvno. 

9.14. N.ipisaii Fouricr4>v razvoj funkc.jc х(/)-е~'^/^(0, + ») po Lagucrre- 
-ovini funkcjama (9.67). 

9.15. Lcpcndrc-ovi polinomi sa parmm indck«>m P le (l) predaiavljaju jcdan 

ononormirani sistem, ali ne paipun. Nać. Fourier-uve koeficijenic funkaje 
х (/) -* L x (— I , I) u odnosu пл ovaj ortooormirani sistem i funkc-ju 

kojoj konvcrg,ra odgovaraju6 Fourier-ov razvoj. 


176 




10. LINEARNl OPERATORJ 


1M. POJAM ОРКИАТОВА 

Skup opcracija pomoću kojih sc clcmennma nekog prosiora jednoznaćoo 
pndružuju elemcDii istog prostora definilc jcdan operalor. Simbolićki sc lo 
oznaćava rclaajom 

y~Ax, (10.1) 

u kojoj je sa A oznaćen operator. tj. skup operacija pomoću kojih je clcmentu 
zeEl'Ozv. objek! opera/ora) pndrulcn clcmcnt y£X (tzv. lik objekla operatora). 
U litcratun s« opcratori ćesto o/naćavaju i simbolom A ili grćkim slovima. 
Ncki autori pojem openuora podrazumevaju nelio ufc, ogranićavajući s« samo 
iu slućaj kad jc X bncarei vcklorski prostor. 

Naglaumo da će se, u okviru razmairanja koja slcde, opcrator shvaiiti 
uvek kjso posiupak pndružavanja dcmcnaia koji pripadaju istom prosioru. Za 
operacijc pomoću kojih te dcmetuinui prostora X, pndruluju clcmcnn pros- 
tora Y konsticeroo u opfccm slućaju lenmn preilikavanje. Opcrutor je, dakJc, 
specijaUn slućaj prcslikavanja kad jc X-Y. Na pnroer, u prostoru ncprckidmh 

i 

funkdja C|0, I] rdacija y(l)~ j e x(s)ds deriniie jedan opcraior Ifunkciji 

I 

x(i) pndružujc funkciju. /(!)). dok rdacija y-Jc 4 x(l)di deTmibjedno opJlije 

pceslikavanjc (funkaji x(l) pridružuje skalar у). Napomcmmo da ova tcrmmo- 
logija mjc svuda u litcraturi prihvaćcna i da sc, posebno u matemaiićkim 
iDonografijama. ponckad jcdan ili drugi termin konsti u oha smisla. U ceniru 
palnje će bili operaioei u unUarnim i Hilbertovim proslorima, mada bi izvesm 
pojmori I odnosi o kojima će bili rećl mogli biii primenjeni i u prosionma fedno- 
siamije sirukiure. čuaiac će u svakom konkretnom slućaju lako ustanoviti da 
|i je važcnje posmatranog stava ogramćeno na proslorc sa uvcdcnom operacijom 
skalarnog mnofcrja i kompletoe u odnosu na mctriku koja iz tog skalamog 
proizvoda proizilazi, ili oc. 

Skup svih clcmenata х za kojc izraz Ах ima smisla (tj. w kojima sc mofc 
izvesti ikup opcradja koji predstavlja opcrator A) predstavlja Jomen operatoro 
Л (preciznija, domen objekata operoiora). Skup svih elcmenata у koji sc dobijaju 
kao rezuliat pnmene operatora A zvaćeroo domen likova (kraćc, antidomen). 
SJićoo se definilu i analogi pojmovi kod prcslikavanja. Pri pmnenama u tco- 
njskoj fizki, najćeSće se sreće slućaj kad јс dorocn operatora svuda gust. 



Гшкш 


10.2. UNtAK.NI OPERATORl 

ПеПшоја i primrri. Neka su х i / ekroenti neiog unilarnog ili Hilbert- 
ovog provcoru H. Operator Л biće po đefiniciji liaearan, ukoiiko: 1. njegov 
domen prcdsiavlja jeđan lineal. i 2. svmkoj »inearnoj kombiiMaji ol^ckaa ko- 
rcspjndira lincarnu kombinaciju likova sa istim skalarmm koeftajenunu. tj. tko 
za svako .т i .у iz njegovog domena vmži relacija: 

А{*х®$у)-шАхф1Лу. (10.2) 

Najvcći broj operuiora od interesa u Teorijskoj fizio su lincami. Navedimo 

nckoliko ppmcra. 

(1) Nulii optrator O je operator koji svakom ckmemu x£ H korespoodira 
nulli elemcnti 0: 

Ох-В. (10.3) 

Ovaj opcrator je oćevidno linearan i njegov domcn je ceo potmatrani proscor H. 

(2) JedinHai (idtniiđni) optrator I ima osobmu da svakom ekmcniu x£ H 
korcspondmi taj itti elemenc, 

/х-х. (10.4) 

I kod ovog opcraiora lincarnosc je očevidiu. a domen mu je ceo pruscor H. 

(3) Oprraior sliinosii, koji svakom clementu x£. H korespondira elemcnl пх, 
gdc je a konsuntan (rcalao ili komplcksan) skalar 

Лх-лх, (10.5) 

takode je očevidno linearan i una ceo proscor H r. ш svoj domen. 

(4) Operator normalnog oblika. Лко je (х,) jedna onooortmrana baza u // 
(konačna u slučaju uniiarnog prosiora, i beskonačna ali prebrojiva u slučaju 
liilbcriovog), svaki clcmcnt prostora sc možc peikazau u obliku 

х -oj (х^. x)x, odnosno x-o|; (х.. x)x,. 

*-i *-• 

u skladu sa jednač.nama (9.25) i (9.52). Neka je X,. X, X niz (real- 

nih ili komplcksnih brojcva.) Rclacijom 

Ах-оЈ Х^ (Ху, х)Хџ i>dnosno Лх-оЈ \,(х,.х)х, (10.6) 

*-i —I 

dcfinisan је jedan operator. U slučaju Hilbertovog (beskonaćno dunenzionog) 
prostora, niz X,.X : . ... mora joi biii '» ograniim, da bi Ax prpadao istorn 
prostoru . Naimc, ako za svako v važi \\ <M, gde je M poptivna konstantn. 
za norniu ckmcnta Лх dobijamo: 

,AX | !\(x„x)p- ilM* |^.x)|*<^ ii(^*V-^l|x!t»< + oo. 

1 I l 

ako u/meirvouohzirBcssel-ovujcdnaćinu (9.53). Prema lome, niz 

jc zaivta konvergentan. te Ax pripada Hilbcrtovom prostom. 

Nakon ovih nekoliko primcra nezavisnih od tipa prostora. evo i nekoliko 
operatora definisanih u skladu sa unitarnim ili Hilbertovim prostorom u kome 
del uju. 
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(5) Klasićnl itnzoii su. kako se vidi iz osnovnc formulc (4.7). opcratori 
u prostom klasićmh vektora. Iz rsce fbrmule se vidi da su to lincarni opcraton. 
Scaviic, mnogi pojmovi vezani za operaiorc u ma kom prosioru uvcdcni su po 
analogiji sa klasičnim tenzorima, kao Jto ćc b«ii jasno iz daljeg izlaganja, 

(6) Kvadratna matrica n-tog reda Svaka takva matnca jc multiplikativni 
operator u prostoru rrnunca tipa пжр, poito jc proizvod jcdne fiksne matrice 
tipa пхп i mairica tipa пгр uvek ponovo mainca tipa пхр. I ovdc je linc- 
arnost oćrvtdiu. 

(7) Operutor dferenciranja — jc očcvidno linearm operator u L } (o, 6). 
jer je na osaovu poznatih pravila difcrcnciranja 

i 

dl dl dt 

Domcn ovog operatora nijc cco prostor L 3 (o, b), vcč samo skup onih difcren- 
cijabilnih funkcija čiji prvi izvod takodc pripada prostoru L,(a, b), jcr inače lo 
ne bi bio opcntior. (Podsetimo se da jc klasa difcrcncijabilnih funkcija уЛ uža 
od klasc ncprekidnih). 

(8) Mulnphkaitrnl operaior u funkciona’nom prostoru. Ako je Ф (/) fiksna 
fuokdja, rcUcijom 

>(/)-Лх(/)-Ф(|)х(0 (10.7) 


je takodc defimsan jedan operaior. Aio jc x(/)£/^ (ij. posmatrani opcraior 
A dcluje u prostoru LJ, funkcija Ф(/) moni bui ograničcna da bi i >-(/) pri- 
padalo isiom prouoru. 


(9) Fredhoim-o* mtegralni operaior. Ako je x(l)£ L,(a, b), rclacijom 
>•(»>- *ж(1)-јК0,.)х(>)Л ( 10 . 8 ) 

defmisan je jcdan iniegralm operaior, sa očcvidno zadovoljenun osohinama 
lioearnosii (10.2). Funkcija K(t, r) se zove Jcrgro posmatranog mtcgralnog 
operatora. Da bi za svako x(/)Gtj(fl. b) bilo i y(l)€ Ц(а, b) jczgro mora 
zadovoljavan uslov 

» • 

J JlX(t.s)\>drds< + ao, ( 10 . 9 ) 

• » 


koj» se detaljnijc obrazUŽe u literaiun iz Funkcionalnc analizc*, 

Algcbra linearaih oprratora. AJgebarske opcracijc sa linearnim opcraiorima 
u Hilbertovim (ili unitarnim) prosiorima dcfiniSu sc po analogiji sa vcć ramjc 
prouficnim opcracijama u prosioru kiasičmh tcnrora (Glava 4). tako da će biti 
moguće izostaviii dokazc ranogib stavova. 

Dva linearna opcraiora će po dcfiniciji biu jednaki, ako im sc роккдои 
domcoi i ako za svaki clemcnt х iz tog domcna važi 


Лх-Вх « Л = В 


(10.10) 


• V. npr. knjifu ciursou u ipuku lilcraiurc po«l rolnim brojrm I, itr. 2IJ (pnmcr 5). 
>li infigu pod rcdmm btojem 32. »lr. 2W. 


II* 
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Zbir dra linearna орегшога A i B obdežavaćrmo sa A + B i definaaćcmo 
ga kao linearni opcrator C cakav da je . . 

Сх-(Л + В)х-Ах($Вх « C-A + B, (10.11) 

7л svaki ckmcni 2 a koje izraai Ах i Вх imaju smisla, ij. za tvako х и prcseka 
domcna opcraiora A i B. U odnosu na ovako definisaoo иђстапје Unearm 
opcraiori sa isiim domcnom objekau obrazuju kamuialimu grupu, kao Uo skdi 
i г osobina operacijc ubiranja u prosioru H pn ćcmu je neuiralni demcm tuže- 
njc uuIior орсгашга na (aj /ajeilnićki domcn. U lo ac mož em o uvcnii iz 
slcdcćih oćevidnih jcdnakosii: 

[ (A + B ) 7 C] х - (A + B ) х ф Сх - (Ах © Вх) ф Сх - 

- Ллг ©(Ar фСх) - Ах © (S + Q х - f А +(В + Q Јх, 

(А + В) х- АхфВг -ВхфЛх ~(В+ А) х, 

/4х-/4хф0-,4хфОх-(/41о)х; * 

pri pisanju ovih jednakosii u/eia je u obzir asoajaiivnoM (S.l) i komutativnosi 
(8.2) salnranja u H, као i relacijc (10.3) i (8.3). Na osnovu uslova jednakosii 
dva Imcaina operuiora (10.10), iz napisanih rclacija proizilazi: 


(A + B) + C— A+(B + C), 

( 10 . 12 ) 

+ > 

t* 

1 

t* 

+ > 

• 

( 10 . 13 ) 

A + 0-A, 

(1014) 


ij. da je sabiranje opcraiora ( 10 . 11 ) zaitia asocijativno. komuiaiivno i da je 
sužcnjc nultog opcralora (10.3) na domcn objckaia potmairanih opcraiora 
neuirnlni elcmcni log sabiranja. Najzad, svakom opcraioru A možrmo pridru- 
žiti rvproinl operaior sa istim domenom: ' , 

\-Л)х~(-Лх)-Л(-$. (10.15) 

2aisia. sa gornjom dcfimcijom i 2 iaxi: 

[A >(-/4)]x- Ах®(-Л)х^ Ax®(-Ax)-Q-0x t 

gde jc O ponovo sužrnje nuliog operaiora na domcn posnuiranib opcntora. 
Prcma ioiuc: 

>4 + ( — Л) — А^-А — 0, (10.16) 

ćime jc istovrcmcno objutnjcn i smisao znaka Ovim su dokazane svc osobinc 

komuialivne grupc. Napomcnimo. na kraju, da simboli + i - koje smo ovde 
koristili nisu opšieprihvaćeni. Mnogi autori koriste prosio ornukc + i — za 
označavanjc posmatramh operacija. 

Protivod skalora I lineamog operaiora dcfinisaćcmo kao linearni operaior 
sa osobinom: 

(«/4)x-e(Xx), (1017) 
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pri ćemu su domcni opemora лА i A jednaki, izuzcv u sJućaju « = 0, kad 
se dobija nuln opemor koji se mnže primeniii na ceo pro«or. Ovako definisano 
mnoiaije oprraiora skaJarom ima oćerjdno osobme (8.5) -(8.8) koje la operaclja 
mora tmaii u lincamom rekiorskomprastorv. Da bismo se u io uvcrili, posmairajmo 
slcikći niz jednakoni, u kojima je х bilo koji elemeot \r. domcna objckaia 
openuora A i B: 

[a $A) ]x- a| &А) х) - . [0 (<4 х) ] — («fl) (Ax)~ [ («P) A) х; 

[« (Л + В))х-ш[(Л + В)х)-*(Лх®Вх)- 

— a Ах@)лВх — (лА) х®(аВ) х * 

-(uA + *B)x\ 

[ (« + р) А) х- (« + Р) (Ах) - а (Ах) © ? (А х) - 

-(«/4 )х@(М)* = («/4+М)х; 

(1 А)х-\ (Ах)~Ах. 

Na osnovu uslova jcdnakosu dva opcraiora (10.10), ođavde i/laxi 

«ф4).(«Р)/4. (10.18) 

«(/4 + 4)-«/4 + а*. (10.19) 

I (*+P)A-uAl$A, (10.20) 

1Л-Л, ( 10 . 21 ) 

ćimc je tvrđcnje dokazaoo. Imajući u vidu rclacijc (10.12) - (10.16) i 
.(10.18) - (10.21) zakJjućujemo da linearnt operaiorl Islog domena objekaia 
л a sabiranjem deflnisamm jednafmom (10.11) / mnolenjem skalorom drfintsanim 
jrdnaćinom (10.17) obrazuju JeJan linrorni rekiorski proslor. 

Prostor lineamih opcraiora sc može snabdcii joi bogaiijom algcbarskom 
strukiurom, uvodcnjcro proizvoda operatora. On sc dcfiniSc na isti naćin kao 
i kod klasićoih icnzora [v. jednaćinu (4.34)]: 

(ЛВ)х-А(Вх). (10 22) 

Lako je videii da su AB i Вл lincarni opcraiori, ako su lo A i B. Zaisia. 
(AB) («х©р Г )-/4 [Л(«х©М1- Л [«(Лг)фР(ад- 
-uA (А*)ФМ ( Ву ) - « (АВ) хфр (АВ)у\ 

i »lično za ВА. Kao i kod množenja len/ora, operacija (10.22) jc asocijallvna 

ali nlje komuiaiimo 2a mnogc prirncnc jc od micresa uvesii komuioior I A, B)- 
* A 

-AB-BA i anhkomuiaior (A. B) — AB+ BA dva posmairana Imearna operalora 
A i B. Jedtnićni operoior (10.4) komulira sa srakim oprralorom, као iio se vidi iz 

(АЈ)х-А (Ix) - Ах, ЏА) х = /(Ах) - Ах. 
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Uko da, po analogiji и jeđnaĆinom (4.39) kod klasićnih cenzora, za оретасоге 
uopitc inuuno: . ... 

Л/~1А-А. (10.23) 

Jedinični opcraior j«, dakk, ncuirulm ckmcnt a opcraciju množenja орсгжсога. 

Daci Imcami opcraior A imaćc urrtrzju орггшог A~ l , Ćiji sc domcn objckaia 
poklapu sa domcnom likova opcraiora A ako su jcdnaćine: 

у-Ах x-A~ l y (10.24) 

ckvivalcninc гл svako х iz domena opcraiora A. Opcraiori koji nemaju inverzni 
opcraiorzovu sc singuLifni. Ako je A nesingularan linearan oprrator. onda je I A~ l 
Unearan operaior. To sledi iz činjcmce da relacijc y t -Ax, i /, - Ax t imaju. rbog 
lincamosti opcraiora A. kao poskdicu в.У.фо,*,--* (a, х.фв^х,). ICako je A 
ncsmgularan opcraior. iz ove poslednje jeđnakojii izlari lakodc i 
= А~' (в.у.фв,^,). S druge vlranc. polazne jednačine *c raogu na osnovu (10.24) 
napisau i kao х, -A~ x v i% х,-А *у г lako da к ođalle nalazi e, x,0e,x,- 
' 4 " , Ј’|0в 1 ^ *y t . Uporedivanjemdobijcnih relacija iziazi A~‘ (e, /,0« | > ,)- 
*«° dokazuje linearno« opcratora A~ % . 

Lako je pokiuali da kod ncsingulamih opcraiora važc sledcči odnoii: 

АЛ~'-Л~ 1 A-/. (10.25) 

iA-*T*~4 1. (10.26) 

(ЛВ)-*-В~'Л\ (10.27) 

u poipunoj anulogiji sa jednačinama (4.42), (4.44) i (4.45). Ovde jr / suženjc 
ideniićnog opcraiora na prcack domcna objckaca operetora A i Л - * 1 . Dokažimo 
radi iluttracijc, vaienje (10.27), poJto su prve dv« rdacije skoro invijalnc pos- 
ledi« dcfimojc (10.24). Neka jc z-(AB)x, iio una za poskdicu х-(ЛВ) 'х. 
S drugc nrane, množenjcm rcliK:ijc х - (AB) х operaiorom А~' dobijamo A~ x z — 
-A 1 (AB)x, pa ako sad pomnožimo i sa B~ x izjazi dalje B~ l (A~ l z) — 
-/Г‘1/4”'(Л20х]. Na osnovu asocijaiivnosii množenjt opereiora, zadnju rela- 
Ciju možemo pisaii i kao (JT' A~ x )z-[B ‘ (A~ l A)B)x odnosno. uzimajući u 
obzir (10.25Х (B 1 A~ x )z- B~ l Вх -lx-x. Upoređivanjcm lako dobijcmh jedna- 
Ćina х-(АВ) 'г i х-(В~' A~')r dobijamo (AB)~ l z -(B 'd*')!, » odalk, na 
osnovu (10.10), izlazi (10.27). 

Ncprrkidnost i ograolćcnosi liocarnib opcrelore. Ncka je A lmcarm opcra- 
ior u iLtlom uniiarnom ili Hilbenovom prosioru. On ćc, po definkiji, biii 
neprekidan u smislu metrike (9.11) gcncnrane skalaraim proizvodom. ako koo- 
vcrgcninom mzu eleincnata x.-*x e korespondira isio uko konvergenian niz elc- 
menaia Ах т -+Ах л . Drugim rcćiraa, za svaki neprckidan lracami opcraior u 
uniiurnorn ili Hilbcriovom prosioru vaij uslov: 

lim Ax m - A lim x„ (10.28) 

Bh—rn » — m 

ma kakav bio konvergeman niz ekmenata x,£W 

Lineami opereior A će, po definiciji. biii ogranićen ako postoji pozitivan 
broj M, takav da relacija 

||-**ll«tfj|'l (10.29) 
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važi гл svako хЕ^ (D A je doracn objekata opcratora A), pri čerau je nom 
ekmenaia definisana rdacijom (9.10) u skladu sa skalamim proizvodom uvcd. 
nim u posmairanom prosioru. Infimum svih brojcva M 2 a koje važi (1 0.2* 
se zovc norma operatora A i označava se sa [|d||. Daklc, umcsto (10.2' 
možemo pisau 

||^Х||<Н«[ Ij'll. (*o 3‘ 

6me je podvučena analogija sa Schvvarž-ovom nejcdnafinom (9.8). Odavdc 
raože pokazati da za normu opcraiora imaino 

\\А\\-мр\\ Ах \\ Ш |И||- sup|Hx, x)| (10.3 


pri čcmu je znaćcnje sirobola mp objalnjcno u komcntaru jcdiuičmc (8.25 
Dokazivanjc navedcmh formula za \\A || je jcdnosiavno. Naimc, iz uslova (I0.3< 

izlazi \' Л > ! ! ^ l ^ ito sc može napisaii i kao ||d||- sup 1 — Uzmcmo U s.. 

II 'II *' :Jr ll 'II 

u obzlr bomogenost normc ckmcnata prostora X i Imearnost opcratora . 

II | 9 | X 

imaćcmo dalje || >4 |-sup — - Ax\ -vup Л — ■ ■ , odakle sledi prva od rcl 

*c-x||yx|| , лСХ I ||xj| 

dja (10.31), ukoliko se jo! repozi da dcmcnt j — |j ima jcdiničnu normu. Sl, 

no se dokazuje i dmga od ovih relacija. Zaasta, prcma Schwar/-ovoj ncjcdn 
6ш (9.8) i uslovu (10.30) .mamo |<Ar, x)|<|| -4x|| ||x||< || Л j| || х|ј*, I 


PosJcdnja jednakost skdi opct iz lincarnosti opcralora A \ iz osobinc asocij 
nvnosii skalarnog množenja, i poklapa se sa drugom od relactje (10.31) 

Skded slavovi ilusiruju vczu izmcdu osobmc ncprekidnosu i ograni&n 
tti lincaraih opcraiora. t * 

Ogranlćeni lineaml operalor ograntfenom skupu rlrmmaia pndrulujt шкч 
ogranićeni skup. To sc vjdi ncposrcdoo iz. (10.30), ako se иоб da svi clcmci 
nckog ogramćenog skupa moraju iinati normu manju od nckc vrednosti Y(|j*|| <*. 
iio ima za poskdicu da «5« i norme njima pridružcmh dcmciuiia Ах bili mai 
od nckc vrcdnosti (|]dx||<YM D). «ko da je Ах ogran č.-n skup. Možc 
poka/aii da važi i obmulo tvrdcnje. S*aki operalor kojl ogranićenom skupa k 
ordmira ogranićen skupje ogramćm. Formalan dokaz ncćcmo navoditi, upućuji 
zainiercsovanog čitaoca na matcmatićku litcraiuru*. 

Lineami operator je neprekiJan lada i sanus lada ako je ognmićm. Zaist 
ako jc A ograničen lincarni operator i x.-»x e ша koji konvcrgenian ni 2 d 
menaia u H, imaćemo prema (10.30) 

\\Ax m © Ax.\\ - \\Л (х. © 1 1 < |M || | j х. 0 х. || . 

odakk, zbog |jx.0x,| -*0. skdi i |jdx e 0/4z e ||-»O. tj. konvcrgcncijj niza A- 
a samim dm i ncprckidnost operatora A. Prc.postuvimo sadu da opcraior 
nije ograničcn. Prcma (10.31), on onda ocćc biii ogramčen ni na jediničn 
sferi u H (uko nazivamo skup clcmcnala u H гл koje je j| x|j = 1), !io zn. 
đa će na jeđiničnoj sfcri pjsojan neki niz clemcnaia x e £//, |jx e ||-l, 

• V. прг, knjifii navcdcou u spisku liieraiurc pod icdnim brojcm I, slr. 2J I (suv 


V 


osobinom da njima pridruženi elementi nemaju oganičenu normu, Ц>1г.||> 
>J e -*oo. No. uda niz elemenau lc ^ ouhom ekfflentu б, dok \Ар л Ц 

osiajc veća od jcdinicc za avako л. Operalor mje, daklc, neprekidan za х-0. 

Radi iluilracijc navcdcnih pojmova razmotnmo dva рпшсга. Za operaior 
slićnosii (10.5) nalazimo da iraa konaćnu normu, jcr prva od rdaaja (10.31) dajc 

IMII- sup ЦЛх||- Пф Ц«дг|| sup l«| Цд||-|«|. 

1 ** 11 — > 1 * 0 -< 11 * 11 — ■ 

То znači da јс pomenuli opcrator ogranićen, a saraim tim i ncprckldan. Kao 

drugi primcr uzrairao operaior difcrenciranja — u prostoru L,(— I, I). Taj 

dl 

openuor nijc ograniCen, jer on. na primer, ograniCen ikup funkcija јг.(1)- 
-y] n + — f* (ma га koje n norma je jednaka jedimci, llo jc lako proveriti) 
prcvodi u neograniCeni skup, Iio se vidi iz: 

-МН-И-4) / 

Nadcni skup brujeva uoplie ncma supremum. jer se ubofom dovoljno vclikog 
broju п moic poslići da -^ж.| bui,e proirvoljno vdiko. Poiio mje ogranićeo. 

opcralor -- nijc ni neprckidan. 



U naSira razmairanjima valnu ulogu ćc igraii pojam poipuno neprekubtog 
(tli kompvklnog) operatora. To je, po definidji, Imearan opcraior koji ima 
osobmu da svakom ograniCcoom nizu ckracnaia јг.€ H (|| a.|) <y) korespondira 
niz Ax m iz koga je moguće izvući jedan konvergcntan podniz. 

Na osnovu ove dcfimcijc /akljuCujcmo da poipuno neprekidn! optrcur mora 
biil ogranićm (pa, prtma lome, I neprekidan). 

Ncka jc H unuaran (konaCno dmicnziom crraitski) prostor. Ako je Л 
ogranićen (i neprekidan) linearni opcraior u lom prostoru, onda on ogranićenom 
mzu elcmcnaia x u korcspondira ograniCcn niz Ах ш . Poho je umlaran prostor uvek 
kompiktan (svaki unitarun prostor je kongrucniao sa kompaklnim prostorom rf*). 
iz ogniniCcnog mza Ax„ će biii mogućc izdvojili konvcrgenian pcdm/, bo znaći 
da jc opcrulor A i poipuno neprekidan. Daklc, u uniiamom prostoru su osobine 
neprekiJnosii i polpune neprtktdnajll utoreme . јсг jc svaki ncprckidan opcraior 
islovrcmeno i poipuno ncprckidan. 

Siiuocija jc drukćija kod Hilbcrtovih prostora, jcr oni nisu kompaktni, 
\cć samo komplclni i scparabilni. Podscćamo da jc u pnmcru (8.31) pokazaoo 
da prostor I, mjc kompakian, в prema (9.55) je svaki drugi Hilbcnov prostor 
sa njim kongrucnian i ima isie mcinčke osobinc. Zbog odsustva kompakmosti, 
poipuno neprekldni operatori u HUberiovim prostorima obrazuju klasu i du od klase 
neprekidnih operatora. 

Stcdcći primcri koji sc odnosc na prosior I, pokazaćc da u beskonaćno 
dimenzfonim ermitskim prosiorinu ireba praviii razliku izmedu neprckidnih 
(ograniČcn.h) i potpuno oeprckidnih opcratora. Jedmični operator (10.4) jc 
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sigurno Dcprekidan (njegova nonna je očevidno jcdnaka jedraici, tj. onjcogra- 
ničen). Mcdalim. uj opcraior nijc potpuno ncprckidan, јег on skupu clcrocnala 
(8.31) u /, pridnitujc isti uj skup. a za njcga jc u Glavi 8. pokazano da nije 
korapakian. Dakie, jedinični operator u U je ntprekidan, ali ne i poipuno neprekt- 
Jan. S dnige straoe, ako sa *-(£,. £„...,£.■•••) označiroo ma koji dauent 
prosiora /,, onda će opcraior A dcfimsan uslovom 




Ч-Ј 

л 



l’ Ax |J< || х ; ), eeć I poipuno neprekidan. Dokaz da je njcgov doracn likova 
kompakian jc u ophem slučaju dosu slolco i ovdc ćcmo ga izosuviii, upućujući 
zainieresovanogčitaoca na spccijalnu lncraturu posvcćcnu pitanjuna Funkcionaloc 
analizc*. Na ovom mcstu ćemo sarao istaći da posniutrnni opcrator prcvodi 
skup cicrncnata (8.31) u jcdan konvergcntan niz sa ućkom rugorailava- 
nja х-0 


Svojstvcmi problrai linraraog •peratora. Po analogiji sa jcdnačinom (5.41) 
u prostoru klasićmh icnzora. dcfmisaćcmo srojsiveni peoblem daiog lincarnog 
opcraiora A u umurnom ili H'lbcrtovom prostoni kao problcm nalažcnja svih 
ekmcnau rarličiiib od nuliog dcmcola 0 i svih skalara X za kojc 

jcduiioi 

Лх-\х (10.32) 


ипа rdcnja. Skalan X se zovu srojsteene rrednosil lioeamog npcraiora A. 
Elemenii х koji su relcnja jcdnačinc (10.32) zovu sc svojstveni elemenll pounalra- 
oog opcratora (pooekad i seojsteeni reklorl, jcr se elcmcnti umlarnog i Hilber- 
lovog prostora dosta čcsio zovu vcktori, zbog algcbarskc siruklure lincarnog 
vckiorskog prostora). Naglasimo da jc čcsto polrcbmv imali na umu da sva 
forraalno nadcna reienja jcdnaćinc (10.32) nc moraju obavczno pnpadali posmaira- 
oom prosioru H. Sioga je poireboo naknadno razmotrili koja rcicnja su clc- 
mcnli log prostora, i ovo naknadno odabiranjc sc obično označava kao izdva- 
janjc ckmeruta (rccuno funkcja) koji sc ..dobro ponaJJlju , •. Na primcr, ako u 

prostoru L.(—*,n) posmatramo opcraior A - -I~rt Jfdnačina (10.32) glasi 

dt 

-/-^z(0-Xx(f). To je obićna difcrcncijalna jcdnačma prvog rcda i ima 

reienjc x,( rj-Cr" 1 , gdc jc C iniegraciona konstant3, za svaku realnu ili kom- 
plcksnu vrednost parmctra X. Međulim, samo пскс od nađcnih funkcija х д (/) 
pnpadaju navcdeoom prostoru, i io, kako sc lako vidi. onc za koje jc 
X-0,± l,±2, ... (jedino su lo pcriod:čnc funkcijc sa periodom 2ir), dok se 
svc ostak funkcijc x x (t) moraju odbaciti. jcr uopiie nisu elcmcnii prostora o 
kome je reć. Svojsivcnc vrednosti datog opcratora nisu, dakle, ma kakvi rcalni 

• V. прг. kcjigu navedeou u »рики Uierature pod rednire brojcm 28. Ол 223 (pruncr 3). 
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ili kompkksni bfojcvi X, vcć samo odi realni brojcvi. Analogo rasuđivanje bi 
pokazalo da isti opcratof u prostoru L,( O.oo) ima za svojstvcoe vrcđooMi sve 
moguće kompleksne brojcve sa УтХ> 0. 

SliCno kao i kod tcnzora. ako je х, jcdan svojstveni ckment koji pripada 
svojstvenoj vrcdnosti X,, onda će i ах, (e ma kakav skaiar) takode bm svojs- 
tvcni elcmcnt tog operatora koji pripada istoj svojstvenoj vrednosti. To jeoće- 
vidna poslcdica linearnosti operatora A: 

«4x, — X, х, =» e(«4x,)-a(X,xJ, 

Ai*x,)-\{*x,). 

I'ri pisanju ovih jcdnakosti vodilo sc računa o osobini (8 5). Stoga sc u daljim 
ra/mutranjima možcmo ograniCiti na svojslveoc elcmente normiranc na jedinicu 
[| д, [| - I (ovo odgovara uzimanju jcdmićnih vekiora svojslvcnih pravaca kod 
klusićnih tenzcra.) 

Uočcna svojstvena vrcdnoM operatora A bićc ncJegenerlsana (JeJnosiruka) 
ako joj pripada samo jcdan svojstveni elcment jedimćnc normc, a Jegeneriuma 
( vUesiruka ) ako takvih elrmcnata ima viSe. Broj Imauno neravisnih svojstvenih 
elcmcnata jediničnc normc koji pnpadaju istoj »vojstvcnoj vrednosti određujc 
muliipllciiei dcgeneracijc. Neka je X, jcdna л -strtiko degcnerisana »vojstvena vred- 

nost i ncka su X|, х, lineurno nczavnni svojitveni elemcnti jedimćnc 

norme kojijoj pr.padaju, tj. 

Ах, -X, x |t Ax t - X, ^х.-Х.х,. 

MnoŽcnjcm svuke od ovih relacija skularom i sabiranjcm dobijamo: 

A (e, х, 0 a, х, ф • • • фа. xj - X, («, х, 0 a, х, ф • • • 0 «. xj. 

odaklc sc vidi da је u tom slućaju ma koji elemenl lineh nođ seofsirenim ele- 
mentlma koji pripaJaju Istoj svojslrcnoj rrednoui lakode srojslreni elemeni koji 
pnpoJa loj srojsivenoj vrcJnosii. 

U teorijskoj fi/ici se skup svojslvenih vredoosti daiog lincaroog opcratora 
zove spekiar srojsirenih vrednosii operatora. C ćesto kraće spekiar optraiora). I/ 
jcdnačine (10.32) neposrcdno vidimo da ako X pripada spekinr operuiora A oruia 
opcruior A' -A-\I петпа inverzni operaior. Da biamo sc u to uverili. pouna- 
Irujino jcdnu svojstvcnu vrcdnost X, dulog operatora i ojoj pripadajući svojstvem 
clcmcnt х,Ф0. pa (10.32) napiiimo u obliku (.4 - X, /) х, - 0. Ođailc izla z.. жко 
prctpoMavimo da А-Х,/ ima inverzm operator. 

x,-(A— X, /)-*0 (10.33) 

Mcdutim, uko linearni operator ima invcrzni opcrator. ‘»nda je i oraj takode 
lincarun. kao 5to je dokazano u komcntaru jcdnaćinc (10.24). S drugc strane, 
ma za koji linearm operutor mora važiti £0-0, jer se možc pisati 

fit)-£(x0x)-Ar0Ax. 

Sioga jednačina (10.33) daje x,-0, u suprotnosti sa pretpostavkom da je 
x,4 0. Daklc. invcrzni operator ( А-Х, /)"• ne postoji. ako je X, svojstvcna 
vrednost opcratora A. 


U matematićkoj literaturi se spcktar opcratora obićno dcfmiSe Sire, i p 
njim sc podrazumeva skup skalara X za kojc nc umo da operator A -XI nc, 
invcrzni operalor. već i ukvc vrednosti X za kojc inverzni opcrator postoj, . 
nijc ogranićcn, ili postoji i ogranićen je ali skup clemenata (A -ХГ)х n 
svuda gust u posmatranom prosloru. Ovo saroo napommjcmo potpunosti ru« 
da bismo upozorili ćitaoca pri korilćcnju matematičke litcraturc. 

U okviru razmatranja u ovoj knjizi, spćklar ćemo shvatiti u gornj^ 
smislu, tj. kao ikup svojstvemh vrednosti. odnosno kao skup skalara X za L. 
opcrator А-Х/ uopJte nema inverzni operator. SpckUr operalora možc b 
diskretm (konaćan i]i prebrojiv) ili konlinuiran (neprcbrojiv). Kao 5to ćci 
docmje vidcii, shićoj konlmuiranog spekira se mote jovlli samo u beskonu: 
Jimemionalnim proslorima. 

Na osnovu jednačinc (10.32) možemo pisati ||*4х||-||Хл||-ЈХ||јх|| (uk 
liko su X i х rcspcktivno »vojstvcna vrcdnost i svojstveni elcmcnt opcrau,ra . 
a odatle kombinovanjcm sa( 10.30) zaogramčcnc opcratorc dobili uslov |Х|<||Л 
Dakie. kod ognnićcnih opcratora mjcdna svojstvcna vredndsl nc možc , 
apvolutnoj vrcdnosti biti veca od njcgove normc Drugim rećima, ceo ipeki 
srojslrmlh trrdnoili ogrmitenog operaiora se nulail (u kompleksnoj ravni) , 
гш krugu po/upcetnlka || A || до ccrtrom u null. 


10-1- PR1KLA7JVANJE UNEABNIH OPERATOBA POMOCU MATRICA 

OpcratoH u unitaraoin proatora. Ako jc x t% x„ , x 4 jcdna om»normir.i 
ba тл u A-dunenzionom umtarnom prostoru. onda se na osuovu (9.25) s»j 
ckmcnt х log prostora možc prikazati kao: 

* * 

*-• I (*.. *)^-°I/»'.. 

gdc su sa /, oznaćcm. kratkoće rgdi, njcgovi Fouricr-ovi koeficijcnti, pa ,i 
jc A dali Imcarni operator u tora prostoru, iimin»o: 

y-Ax-A(o 2 Л*Ј-° 

>-l *-1 

jcr se osobma (10.2) lako gcncralilc na prouvoljan konatan broj sabirka. I 
b sroo, daklc, nalli rezultat dcjstva lincarnog opcratora Л na ma koji clcnu 
unitarnog prostora, dovoljno jc da utvrdimo kako taj opcnuor dclujc na bu 
tj. da nađcroo clcmcnte Ах^ Ovi clcmcnti takodc pnpadaju posmairanom u. 
tarnom prostoru i mogu sc prikazati u obliku Founer-ovih razvoja (9.25), k- 
će biti obhka: 

Ах^-о^в^х^. ( 10 ..' 


ari su spccifični za dati opcrator A. Imamo daljc: 


v — Ах— чУ f. (Ах . I 


4-./ 


A 


\ » / * 
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Odavđc ćitamo da su Fouricr-ovi kocficijeoii ckmcoia у- o£ р џЛи dali izj»- 

*-i 

k 

zom У а^/ ч . tako da dobijcoi rczulut dozvoljava da sc jednadioi y*>Ax 
pridruii matri£oa relacija: 


(10.36) 


F \ *11 

«11 

«11 * * * 

«.* /. 

F S «JI 

«u 

«U 

«r* /ј 

F i - «>l 

«u 

• • • • 

*u • • • 

«»» /» 

• 

• • • 

л 

•k2 

djl • • • 

^ — 

a kk /» 


na osnovu kojc se Fouricx-ovi kocficijcnti elcmenu Ах oaUze iz Fouricr-ovib 
kocficijcnato clcmcnu х u skladu sa piavilom mjirićnog mooicoja (5.7). Pri 
tom sc, u potpuooj analogiji sa prvom od formula ($.37), ekrocotima х j Ах 
pndruiuju inatricc-kolonc »astavljcnc od njthovih Founer-ovih kocficijcaau, dok 
sc operaioru A pridrvluje jnlna kradrama malrica k-log reda. Njeoc mathćnc 
clcmcmc nalazimo iz rclauje (10 34). skalarnim mooženjcm ta 

k k • i 

( * «. «*•**)*■ I «>*(*•. 2 «*,*-“■•.. 

I.-I n-l C-I 


pri ficmu jc uzcta u obzir ortononniranost dcmcnau х, baze. Dakk: 

S*-(V (10.37) 

Шо prcdsiavlja gcncralizaciju formuk (5.30) za klasićne icn/ore. 

Malrićni clcmenli (10.37) pripadaju opcratoru A u odnosu na datu orlo- 
normirnnu bazu. Ako se za bazu uzme ncki dnigi skup od k ononormiraoih 
clcnicnatn. dob ćc sc, zn isti opcrutor, druga matrica Obrnuto, u istom orto- 
noniurannni bazom ruzlićiiim opcratorima pnpadaju razlićite nutrice. 

L'/mimo kao primcr opcrator sIićoomi (10.5) i opcrator normalnog oblika 
(10.6) u unitarnom A-dimcn/.ionom prostoru. 1л pirvi od njih >e 4 ,^-oa,, a 
zu drugi Stoga formula (10.37) dajc e^-ei^ u prvom slućaju, 

i u drugom. Dakk. njihovc mairice su: 

»00...0 X, 0 0 ... 0 

0 a 0 ... 0 0 1, 0 ... 0 

А,- 0 0 a ... 0 . 4,- 0 0 X. ... 0 . 


Nijc teško videti da pridniživanje matnca lincarnim opcratorima u skiadu 
sa pravilom (10.37) preshkava / algebrv operaiora u algrbrv matnca. Zbiru dva 
lincarna upcratora odgovara mairica jednaka zbiru matnca pridružcmb poje- 
dmim opciatonma: 


(A + B\ „ - (х^. (Л + B) - (х џ . 4*.® BxJ-(x^. АхЈ + (х*. ВхЈ - 


(10.38) 


Sto је direktna poskdica rctacije (9.6) koja iznžava distnbutivnost skalarnog 
mncienja o unitaroom prostoru, a oznake (4),^ i (B)^, imaju oćcvidan smisao 
matrićnih ekmenata. Na osnovu osobinc (9.2) oalazimo ukođc 

(e A V, - (x». e АхЈ - a (x+. АхЈ = « (Л)„, ( 1 0.39) 

tj. proizvodu operatora i skalara pridružujc sc matrica jednaka proizvodu istog 
skaiara I mair»cc pridružcnc posmatranom operatoru. Da sc proi/vodu opcratora 
pndružuje mainct koja jc jcđnaka proizvodu mairica pndružcmh pojedmim 
opcratorima, vidi sc iz skdećih jcdnakosti: 

(4 ITU - (ж*. (Л B) xj - (х џ . А С ВхЈ ) - 

- (х џ . А I о 2 (JU*.)) - (*џ.° 2 ( Ј)-, - 

- i («u(»..-i*j- S(^(«-.. (io«) 

•-I •-! 


ito jc istovctno sa relacijom (5.7) za matrićno množcnje. Ovi rczuliati su pot- 
puno analogi onima kod kUsićmh tcnzora. To sc jasno uočava poređcnjcm sa 
(5.32), (5.33) i (5.34). 

Matrićaa foreuladja појмтеаос problcma Посагао В operalora u unitarnoe 

praatcim. Za lincarni opcrator u unitamom i-dimcnzionom prosloru sc jcdn.i- 
ćioa tvojsivcnog probkma (10.32) prcpisana u obliku (A -Xf)»- 0 u *kladu sn 
(10.36), »vodi па skdeću nutrićnu jcdnačinu: 



«.r 

«1» 

... « 14 

«». 

e u -X 

«1» 

• • • «•* 

■». 

■u 

Лц — X 

... «„ 
• • • 

«». 

«SI 

<Чј 

• • • «»* - ^ 


S» 0 
0 

- o . 


(10.41) 


Nakon izvricnog matnćnog mnolcnja dobjja se jcdan sistem od k linearnih i 

homogcmh jcdnaćina za odrcdivanjc Fourier4>vih kocficijcnata f,,. S* 

svojHvtoog ekroema х u odnosu na datu ortonormiranu bazu. Onc su potpuno 
analogoc jcdnaćinama (5.42) za klasičnc tcnzore. pa ih ovdc ncćcmo cksphcitno 
oi pisati. Kao i u slućaju klasićnih tenzora, nctrivijalna rcknja po C,. (». • • • .5» 
postojaće umo ako jc dctcrminanta sistcma jednaka nuli: 


«„-x 

«u 

«,» ‘ 

*.* 

«i. 

«м “X 

«j» * ' ‘ 

«i* 

*». 

• • • 

«»i 

a„-X 

«»* 

«*. 

«Sf 

“* » * * * 

*»»“ X 


Jio je analogno jcdnaćmi (5.44). Zapaz.roo uzgrcd da (10.42) izražava uslov da 
operator А-Х/ bodc »ingularan. 

Nakon razv-janja deierminanie (10.42). dobija se jcdna algebarska jcdna- 
&na k-tog ttcpcna sa nepoznatora X. koju ćcmo takodc zvati karakterisiiina 
t ednoima PoJto sc ona rrfi, iz (10.4!) sc nalazc svojslveni clcmcnii koji pri- 
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pađaju pojcdimm svojslvenim vrcdnosiima. Deialji ovog postupka si iđeaućm 
ча onima kod klasjčnih teiuora, lako da јл ovde пссефо fHipovo na njima 
/ddriavoti. Dalcic, u A-dimeruionom uniumom provtoru svaki Iincaran opcrator 
ima k svojsivenih vrcdnosii, lj. ima diikretan rpektar. 

Opcralori u Hdbertovom prostora. Prelaz na beskonačan broj dimcnzija 
izmeniće samo nckc deialje prcthodnog razmairanja. MainČm elcmenli opcraio- 
ra Л će i ovde biii odredem formulom (10.37), samo će pripadijuća mainca 
imati beskonaćan broj vrsia i kolona. Iz rdacijc analogc jcdnaćmi (10.34) u 
bevkonaćno dimcn/jonom slućaju unamo 

M-T.il 1 - f 

odakle zakljućujcmo da mora bin £ |e> ¥ | , < + °°. 0 koiona u mai- 

•-I 

ricj pndružcnoj opcraioru prcdsUvljoćc jcdan mz koji pripada prostom /,. 

Osnovna ra/lika izmcdu konačoo i bcskonačno dimcnzioDog slučaja jc 
svakako u lome, 4to sc ivojitveni problem u Hilbcnovom prostoru nc može 
reiavaii pomoću prclaska na matnćnu formulaciju, jer nc pottoji načm da sc 
ruzvijc bcskonočna dcicrmmanu, analoga (10.42). Svojslvcni problcm »c ovde 
rcvava sasvim drukČijim poslupkom. 

10.4. ADJUNGOVANI opkhatob 

Drflniclja adjuagoraaog operatora. Zahvaljujud ромојалји opcradjc skalar- 
nog množcnja uniiarnim i Hilbenovim prosionma. svakora Imctmom opcraioru 
A možcmo pridružili adjunjfovanl operator A* , definisan rriaojom: 

(-4јг. >»)-(јг. -4*x>. (10.43) 

koja mora bm ispunjena za svako х, у iz domcna opcrmtora Л. Domen i»pe- 
ralora A' sc nc mora poklapaii sa domraom opcraiora A. U nulcmatičkoj 
lileniluri sc dctuljmjc obrazlaic da ćc opcraior Л ’ bili reUcijom (10.43) jedno- 
:nainv odrcdcn samo ako jc domen operatora A svuda gusi u posmatranom 
prosioru. Du bismo irbcgli ncpotrcbne komplikacijc vczanc /а razouiranja do- 
mcnu, ogranliiiemo se u orom odeljku na linearne operatote ćiji Je domen obje- 
kaia ceo posmatrani prostor. 

Uporcđivanjcm navedrae definiciooc jcdnačine sa rdacijom (4.31) zaključu- 
jcmo da jc konjugovani icn/or rapravo adjungovaoi operaior u prostoru klasič- 
nih vckiora. 

Osoovae utobioe. Zapazimo najprc da adjungovanom operotoeu odgo*ara 
uJjungovana matnca, kao ito sc vidi iz: 

<*%=<*. ^-(iflvjg-KM^i-Mu. (10 44) 

Ovu osobina odgovara rdadji (3.36) kod klasičmh tenzora. Skdcćc dvc osobioc 
su skoro poipuiki očcvidnc, pu ih navodimo bcz dokaza: 

(Л'У~Л, (10.45) 

(AB)*-B’A\ (10.46) 

Onc su ektivaknioc rdacijama (4.29) i (4.38) kod kUsičmh trazora. Za adjun- 
govuni tenzor važi i rdacija: 

(/!•)-• -(J-»)* (10.47) 
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(analoga osobina kod tcnzora jc pokazona u zadatku 4.10.). Da bismo jc do 
kazzli rapazimo najprc da jc jedinični opcrator 1 sam scbi adjungovan, Г - / 
Ako, duklc, podcmo od (10.23) i pbrazujcmo adjungovani opcrator, 

ЛЛ *~1 => (АЛ-у -/• -/. 
pa zatim primcnirao rdaciju ( 1 0.46), nalazimo: 

(Л-'ГЛ’-1, 

odnosno, množcnjcm sa opcratorom (4*)" 1 i koriMenjcm asocijaiivnosti mn« 
Žeoja openuora 

ЦЛ-'У A’){A’)-'-(A-'y [Л* (Л*У')-ЦЛ'Г', 
dola /шш do (|0.47). 

Navrdimo, najzad; i jcdnu osobinu adjunjsovanog opcnuora za koju nism. 
navodili ncposrcdm analogon kod klosičmh tco/ora. Ako Je A ogrunićen linearn 
operator. Ше t Л' ogranićen, i norme oba operatora su jednake. To skdi ncp.« 
srcdno iz definicije norme opcratora (10.31). Druga od lamo naveđemh alicr 
nativnih reladja daje: 


МЧ1 * sup \(Л*ж.х)\ш sup|(z, Лх)\- sup |(iflx, JC> l — aupl (Лх,х)\. 
Il-li-i ll«il-i 1И!-' 

Hnmcnjcoe iransformacijc su zasnovanc na oinovmm osobmama skalarnog prv 
i/voda i na činjcmci da su moduli dva konjugovano-kompkksna broja jednak. 
Dakk. 

МЧ1-М' 1 . ( ,0 - 4b 

ilo jc trebalo dokazati. 


Prtmcri adjuBgovaaft opcratora. Za Imearne opcratorc navcdcnc u odcljki 
10.2. lako nala/imo adjungovanc opcraiore. imajući u vidu (10.43). 

(1) Nuhi operator (10 3) i jedinični opcraior (10.4) imaju adjungovan 
opcraiore jednake nj.raa samiroa, O’ -O. Г -/. Ovo sc ncposredno možc vidcti 

(2) Opcrator slićnosti (10.5) ima adjungovam operalor odredcn rclacijon 
Л' х- хх. Naimc. na osnovu clcmcniarmh osob.na skalarnog proizvoda možem. 
pisau; 

(Л х, y)=(*x. у) - a ( х , у) = (х, *y). 
odakk uporedivanjcm sa (10,43) i/Jazi A'y-ay, ito sc i ivrdilo. 

(3) Opcraior normalnog oblika (10.6) ima adjungovoni opcraiof, koji j. 
ukodc normalnog oblika i čiji su kocfiajcnii jcdnaki konjugovano-kompkLsnn. 

vrrdnosnma koeTicijenaia X,, X z Za konačno dimcnziom (unitami) ргомо/ 

dokaz za ovo sc dobi ja iz relacija: 

{A X. у) £ д Л.) . i KA V •! *. *.) - 

- 2 (V/5*,- 2/ЛМЈ- *»*. *.)-(*. *‘Л- (10.1> 

Pri dobijajnju ovog rezuhata najpre su ckmenu х i у prikazani u obliku svoji. 
Fourier-ovih razvop (sa /, i g y su označeni odgovarajući Kouncr-ovi kocficijentn 
zaum je primcnjcna relacija (10.6) i Parscval-ova jcdnačina (9.28), i lo jednoi 
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u direkinom, a drugi pui u o6rntrtom шии. I2 ovoga dodi da je- ш 


Х,(Хр/)х,, Cime je ivrdenjc dokuano. Ako se radi o beskonadno 

dimcn/ionom (Hilbcnovom) prr&ioru. doka/ će biu foimolno poipuno isli jcr 
sc, /bog ovobinc ncprckidnosti skalamog proizvoda. distribulivnost (9.3) i (9.6) 
može prokiriii i na bcskonaćne sumc. 

(4) Opcraior difcnrociranja imu adjungovani opcrnor ~~~> sc 

vidi iz slcdcćih jcdnakoui napisanih пд osnovu dcTinkijc (9.1 6) skaUmog pro- 
i/voda u L x (a. b) i pnmcnc parcijulae ioicgracije: 


(Ax.y)-J -^Ј-(()Л-л(0/(<) - / (10.50) 


1)л bi se re/ului iikigao mierprciiraii kao skaUroi proi/vod i iz njcga proćiiali 
udjungovam opcralor. proinicgrirani dco morm bili jednak nuli. To znaći dn 

domcn opcratora -ireba su/iti uko drt on obuhvau ne sve difcrencijabilne 
dl 

funkcijc lcojc /ajcdno sa svojini prvim i/vodom phpadaju prostoru l n (a,b), 
vcć saino onc гл kojc v«ži д (a)-a(A), y{a)-y (Л). Pod iim utlovom i/(IO.SO) 

i/lu/i [ — ] ilo jc trebalo pokazaii. Ukoliko sc posmatra proslor 

\dtl di . , 

d 

L 3 ( oo, | oo), domcn opcraiora sc ne mora sužavaii, jer ako funkcijc x(l) 

dt 

i y(t) pripadaju ovom tkimenu. one inoraju ležiti dovoljno br/o nuli kad /-* ± oo 
da bi im kvudraii modula bili micgrabilni. lsli je slućaj i sa prosiorom L,(a,b) 
pcriodićnih funkcija, gdc su usJovi x(a)-x(b), y(o)-y(b), obc/bcđcm za ivaku 
funkciju zbog pcriodićnosii. I/ rclacijc anakige (10. 50) Uko naUzimo da je uopSlc 




(10.51) 


gd jc a ncki (kompkksan) skaUr. 

( 5 ) Krcdholm-ov micgralni opcralor u L,(a, b), dcfinisan jcdnaćinom 
(10.8), нпа udjungovani opcralor koji nalazimo iz slcdcćih jcdnaćina: 

* • Г 

(Ах. У\ ~/[Лх(/)Ј >>(/)<//- /[ / K(t. s)x(»)dz\/(t)di- 

• Ф • 

» » $ * * 

- / [ I *('• *(*) d *\y( 0 d '~J [ ЈкЈ£?)у( 1 )Л] dzmfitolA •>•(*)] ds. 

• в в ш в 

U napisanim transformacijama najvainija jc izmcna rcdoskda inlcgnranja u 
poskdnjoj jcdnakosti. Uz izmcnu о/плка iniegraciumh promcnljivih. ćuamo 
oeposredno: 

A\w(l)-f КЏЈ) У (!) ds. (10.52) 
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i odaik zakljućujemo da je adjungovani opcraior Frcdholm-ovog inlegralnog 
opcratora sa jczgrom АГ(/, л) takođe Fredholm-ov iniegralni opcraior i ima 
jezgro K(s.t). 

Za primcne u Teonjskoj fizici su od vdike važnosii lincarni opcraiori 
kod kojih jc adjungovani opcraior jcdnak samom opcratoni, A’-A (izv. ermi- 
tski operoio/i), kao i oni kod kojih jc adjungovani opcnuor jednak invrr/nom, 
A' • A~~ , a domcn opcraiora A jc cco posmairani prostor. (izv. unitami ope- 
raiori). Stoga ćemo se u narciina dva odcljka deialjnije pozabaviu njihovim 
ambiinmi, 

l«3. ERMrrsai (AUTOADJUNCOVANI) OPERATOKI 

Osaorae ovokioe I primrri. Lmearni operalor A koji je jeJnak svom odjun - 
govanom uprraioru 

A* — A, (10.53) 

je ermiiski (auioadjungoran) 9 . U ovom odcljku ćemo kao iio je već napomenuio, 
razmairaii samo opcraiore čiji jc domcn ceo posmairam prouor. I/ jcdnačina 
(4.46) i (5.22) se vidi da ermiiski opcralor predsiavlja gencrali/aciju timcirić- 
oog tenzora i enniiskc inatncc. Siavife, Uko je poiuuaii da se, prcma pruvilu 
(10.37), rrmitikom operatoru pridružuje ermUska muirica. Zaisia. ako jc A' - A, 
onda je i И*)м-И)и. lj. mairiCni elcmenii mair.ca pndružcnih opcraiorima 
A* i A m jcdnaki. Na osnovu (10.44) onda nalazimo daljc И’Х*-(Л)у,- 
■ (ИЦ, Ito dokazuje izncto tvrdcnjc. jer je »(«!)„ osobina ckmenuta 
crmrtskc muiricc (5.22). 

Skdeće dve osobine ermitskih opcralora su od važnosii u pnmcnama i 
anaJoge su vcć dokazamm osobinama simcirićnih len/ora. 

Swe rrojiirene rrednosti ermitskog operaiora su realne. Naime, ako jc х 
ivojsivcni ekmcm koji pripuia svojsivenoj vrednosii X, tj. ako je 
imaćemo. s jcdnc »traoc 

(Ах. *)-(Xx, x)-X(a. х), 

i s druge sinnc, zhog (10.43) i (10.53), 

(Ах, x)-(x, A'x)-(x, Ах) — (х, Хж)-Х(х, х). 

pa uporcdivanjcm krajnjih izraza zakljućujcmo da mora bhi Х-Х, ilo jc oso- 
bina realnih brojeva. 

Srojstreni elemenil ermliskog operaiora koji odguvaraju razUĆiUm svojstve- 
nim rrednouima su uzajamno oriogonalni. Zais.a, ako je Ах, - X, х, i Ах. - X, X,. 
imaćcmo 

(Ах, , х г ) - (X, х, . х,) - X, (х, . xj - X, (х, . х 2 ). 

а lakode i: 

(Ах, . х^ - (х, . А * хЈ - (х, . Ахј) - (х, , X, х Ј - X, (х, . xj; 

pri pisanju ovih jcdnakosii jc uzcio u ob/ir da su svojstvenc vrcdnosti reulnc. 
l/jcdnaćuvanjcm krajnjih izraza naLuimo 

\ (*i . *i) “ \ (*i . ‘i- (*i ” (•'i • *i) - *>• 

Ukoliko je X, ф X, . odavdc onda izUzi (х,. хј)-- 0. i:o jc i ircbalo poka/au. 

■ U rruumauCfcoj hlcraluri se ptavi uvruu rvlifca шпа1и amilsUh i aulcndjunfovanih 
oprralora. ukolifco »c radi o nrogram^cium opcuionma. U r.rlćkoj lilcraluri su lcrmtni ^ennil- 
»fcl- i .ju!oadjungov»n“ unooimi. i o о»о) fcnim Л uko koroiiiL 



Navedimo sad nekoliko primerm erraiiikih operator*. 

(|) Nulli opcrator (10.3), jcdinićni operalor (10.4) i operator oonnatoog 
oblika (10.6) sa realnim koeficijeniimm X,, Xj, . . . su c nniuki. Za prvm dvm je 
to oćevidno, a та trcći proizilazi iz (10.49). 

(2) Operator gdc jc a čisto imaginaran beoj, je ermitski, kao Ito »e 

dt 

vidi iz (10.51). U kvantnoj mehanici te, speajalno, komti opermlor -/— . 

(3) Frcdlujlm-ov intcgrmJni operator sa jczgrom K(t,s) biće enmuki ako 
jc K(l,s)-K(s, 0. kao ito se vidi iz (10.52). Posebno, ako je jezgro rtmlna 
funkcija simetrićna u odmnu na zamenu mesia promenljivib. Fredbolm-ov opc- 
rator ic biti autoadjungovan. 

(4) Opcrator sličnosti (10.5) je crmitski. ako je « геа1алЈкл1лт, j.*r je u 
prcthodnom odeljku poluzano da zm taj opcralor vmži Л*х-ах. 

KrmiUki opcrmtorl u uitmrnim (kommćoo d l m rmi l oo lm) proetorim*. U 4ч1»- 
mcnzionom ernulskom prosioru svaki ermitski operator ima, kmo i ma koji 
Jmcaran operator, tačno k svojstvcnih vrednosti koje se dobijaju kmo rdenjm 
jcdnačme (10 42). Prcma malo ргс dokazaiu»m suvu, sve ove vrednosti moraju 
biti rcalnc, a svojstvcni clcmenti koji odgovaraju rmzlićitim svojstvenim vred- 
nostima su u/ajamno ortogonalni. Ako je, та dmti crmitski opcrmtor, пска 
svojstvcna vrcdnost viiesiruka (dcgcncrirana) i ima nekoliko lioearno nczmvisnih 
vvojstvcnih clcmenata. ovi sc uvek mogu rmmcniti skupom od utog brojm orto- 
gonalnib elemenata (Scbmidl-ov posiupak), 

Prenu tome, bilo da postoje ili ne postoje viicsinike svojsivene vredmo«i, 
datc»m crmitskom opcratoru se mo2* pridruiiti Učoo k uzajamno ortogonmlnih 
svojstvcmh clcmcnuta Ovi se clcmenti mogu uvek uko odabrmti da im norme 
budu jcdnake jcdinici, i tako rrakom ermUskom operaion u k-dimemionom 
ermitskom prostoru peiJruiitl skup ortonormi/aniM srojstrenih elemenaia koji se 
muRu useti za bazu prostora. Ncka su, za dati operator A, li svojstvem ekmcnti 

.X.. a odgovarajuće svojsiveoe vrcdnosii X,, X,. .... X, (medu nji- 

nu moJe bm i jednak.h). Ma koji drugi elcmem х prostor* se možc pnkazati 

k 

uobliku kao ito slcdi iz (9.25). Ovde su /.-(x„ х) Fourkr4>vi 

kocficijcnti tog clementa u odnosu na ortonormirani sislem svojstvemb vektora 
posmairanog ermitskog operatora Л. Prcnu tome, 

Лх-л(*1Г ч х^-о1/ЛЛхЈ-о2\.Г**.- 

Poslcdnja jednakosl je posledica činjcnice da su X* svajstvene vrednosli koje 
pripadaju svojstvcnim elcmcntima Uporedivanjcm sa (10.6) oda'dc vidi- 
mo da se erntitski ojjcrator A o кошс je reč u tom slućaju pojavljuje kao 
operaior normalnog obHka. To znaći da će mathca pndruJena lom operatoni. 
ako sc zm clcmente bazc uzmu njegovi ortonorrairani svojstveni eleracnti, biti 
dijogonalna i efememi na dijagonali će bili jednaki svojstvcnim vrednostima 
opcratoru To jc pokazano u pnmeru uz jednaćmu (10.37) i predstavlja gcne- 
raiizaciju unalogog zakljućka kod simetričnih tenzora, Ho sc vidi iz (5.49). 

Enmitvki operatori n HUbertorom prostoro. SKićaj diskretm>g spektrm *vo}- 
sivcoih vrcdoosti. Važan zakljućak, izvedcn u prcthodnom oddjku, da svaki 
crmitski opcrator u unitarnom prostoru ima tačno onoliko ortonormiramh 
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svojstvenih clemenau kohko je pofrcbno za bazu, tako da se bilo koji clemcnt 
može rmzicžjti premm formuli (9.25) po tim svojstvcnim clcmcntima, presiajc da 
bezuslovno važi pn prdasku ла prostorc sa beskonačmm brojcm dimcnzija. U 
Hilbertovom prostoru шје moguće pokazati da svojstvcni cleinenti ma kog 
crmitskog operatora obrazuju jcdan potpun ortonormiran sistem. Polto jc ovo 
pitanjc od vehke važnoui za pnmcnc u Tcorijskoj fizici, postoji opruvdan 
intcrcs da sc utvrde osobine koje bi morao imati jcdan crmilski opcralor koji 
deluje u Hilbenovom provtoru, da bi se bilo kojl elemenl log prosiora moguo prika- 
zatipomoću njegorih ortonormiranih svojsirenih elemenaia u obliku Founer-orog rasvoja 
(9.52). Erraiiski operatori koji imaju tu osobinu obrazuju poscbnu Uasu i u 
Kvjninoj mehanici sc zovu observable. Taj termin ćcmo i mi ovdc upoircblja- 
vati radi kratkoće. Ispiiivanje da li je zadani crmitski opcrator u Hdbcrtovom 
prostoru observabla spada u veoma ddikaine matcmatićic problemc. Ne mogu 
se ukazati оска oplu pravilm i razmairanjc sc vrii za svaki opcrator pojcdinaćno. 

Jednostavnim pnmenma se tako nvžc pokazati da ogranićcnosl ermitskog 
opcratora nije ni potrcbna ш dovoljna /а to da on buđc ohservahla. U zada- 
cima 10. 1. i 10.2. razmotrcna su dva ogramćena ermit&ka opcratora, ćiji svoj- 
stveni eiementi sigurno ne mogu obrazovati bazu prostora (li opcratori imaju 
samo po jedan svojstveni clement jcdimćnc normc), S drugc strane, opcratur 

Л .. -I— u Hilbcrtuvom prostoru £,(-*, *) periodićnih funkcija sa integra- 

bilmm kvadrmtom mjc ogrmmćcn, ftlo je eksciplitno pokazano u odcljku o ncprc- 
kidnosti i ogramćcnosti lincamih opcratora, ali je crmitski prema jcdnućini 

(10.51). Reftavanjcm jednaćine svojstvenog prublcma - /-7 (/)- X*(0 «* lako 

at 

oalazi da ovaj opcraior ima spcktar svojst vcmh vrcdnosti X. - л, (n - 0, 1 I i 2. . . .), 
i da korcspnndcntno svojstvcn* funkcijc л. (0 “ e*“ obrazuju potpun orto- 

normiran sisicm (9.69), Uko da »e svaka periodićna funkcija iz L, ( - «, rr) može 
razviti u Founer-ov red po njunu. Slićna situacija je i sa opcralorom 
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4 - - “ + u prostoru Lj(- 00 , -f 00), koji takođc nijc ogranićcn (zbog toga 

Jto sadrži opcrator difcrenciranja) 1 гл koji se može pokazati da je crmitski. 
Ovaj opcrator se sreće u kvantnornehanićkoj teoriji harmonijskog oscilatora. 
Oo iraa ćisto diskrctan spcktar X.-2n ♦ I. (n-0, 1,2,.. .), i pripadajuče svojst- 
veoe funkcije su upravu Hcrmue-ove funkcijc (9.65), ćija potpunost slcdi 17 opJtcg 


sUva iznetog u pretbodnoj Glavi. Da je zaiUo (~" г + ,, j?-(0 “(2" + 09»(0» 

može sc lako provcrni neposrcdaim izraćunavanjcm, ako se uoći da su funkcije 
9. (/) vczanc sa Hcrmitc4>vim pulinomima rclacijama: 


f-(0- 




//«( 0 . 


i ako sc za ove poJmomc iskoristc poznatc rekurzivnc fonuula 


, (/> - 2/ //.(/) - 2#. У/._, (/) . 
H m (t)-2nH B _ x (t), 
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које sc detaljnije ra/mat r.tju u icoriji spccijelmb funkcija. Daklc, pouojc ogra- 
nideni ermitski operaiori koji nisu observable i oeogramčeoi erimiski operaion 
koji lo jesu. ; . * . • 

PoJio ortonormirana Uu2a u Hilbenovom prostoru mora u svakom shičaju 
biu prebrojiva (/bog osobine separabilnosii prostora), intuitivno je jasno da 
obscrvablc trcha u prvom redu iražiti medu operaiorimu sa diskretmm spcktrora 
vvojsivenih vrednosii. jcr jcdino kod njih svojslvmi clcmcnii mogu obrazovaii 
prcbrojiv skup. To, ra/umc se ne znaći da operalor se koniinuiranim (ili đdom 
diskrcinim i dclom kcniinuiramm) spckirom svojsivcnib vrednosii ircba bc/ 
duljnjeg climmisaii iz ra/matranjj. i u narcdnom odcljku ćemo videti da i om 
/msia zaslužuju ра /nju. poscbno u kvaninoj mchanici. 

Posioji jedna važna klasa ermitskih opcraiora u Hilbcrtovom prostoru. sa 
osobimima da sigurno spadaju u obscrvable i obavczno imaju dukretan spekur 
svojsivcmh vrcdnosli. To su pofpuno neprrkidni ermiiskl operatari , kojc smo 
dcl'misali kiKi opcraiorc sa osobinom da svakom ogramćenom nizu ckmcnau 
korcspondir/ju mz koji ima har jednu taćku nagomilavanja (ij. iz koga je 
mogućc izvući konvcrgeman podniz). Dokazaćemo da oni zanU imaju gore 
navcdenc osobinc. 

Najprc ćcmo se uvenli da potpuno neprckidm crraitski operalor u Hilber- 
lOvom prosioru ohavczno ima diskreian spekiar. TaĆnijc, srakl pofpun neprekidni 
ermilik i operalor 1 пш najnle prebrojint mnogo srojstrenjh nednostl I traka od 
njih ima samu konafan muhipUeUet degeneraeJe, aum srojttrtne rrnincstt Х-0 
(ukoliko posmatram operator uopiie ima ukvu »vojstvenu vrcdnost) kojoj može 
odgorarati i beskonačno mnogo ortonormiranth srojurenih elemenata (Ij. bcvkoru- 
ćan mullipliciiel degeneracije). Dokaraćemo najprt ivrdenje da svakoj svojstve- 
noj vrcdnosli X -p 0 odgovara konaćan broj ortooormiramh svojuvemh ekme- 
nata. Ncka jc X, jedna »vojslvena vrcdnosi ra/lićiia od nuk đalog poipuno 
neprckidnog crmiiskog operatora A u Htlbcr.ovom prostoru. i ncka je { х } skup 
ortonormiranih svojslvcnih ckmcnaU koji joj pnpadaju. Prctposuvimo da je 
uj skup bcskonaćan. Operaior A mu pndnižuje onda ukodc beskonaćan skup 
elcmcnain ( Ах ). Zbog potpune neprek»dnot|i opcrauirm A, u ovom posJcdncm 
skupu bi morale postnjaii laćke nagomilavanja. Mcduiim, rasUijanjc između 
ma k.ija dva njcgova clemcnU, Лх , i Ax f , je 

P {Лх^ АхЈ - 1| Лх,ОАХ'\\ - 1| X, x e f| - 

- 1 X, 1 1 x,e х. I - 1 X, I К(*, e V - 

-|»i|l'(l!x,|| , + ||jr,;!*)-|X 1 |) r 2. (10.И) 

Рп dobtjunju ovog rczuluu bik su iskoriićcnc rclacijc (9.10) i (9.1 1) koje 
daju vczu i/medu rastojanja i skalarnog proizvoda, zatim je bila uzeU u obzir 
ćinjcnica da su x, i x f po pretpostavci svojsiveni elementi koji odgovaraju 
isioj svojstvcnoj vrcdnosti X,, a skalarni proizvod u ||x f ©xj,jc izmoožcn ćlan 
po Ćlan vodcći raćuna o ononormiranosti ovih ekmcnata. Jcdnakoslt (10.54) 
рокагији da su raslojanja medu clcmentima skupa [Ax] medusobno jcdnaka. 
ttf da u tom skupu ne možc biti Jaćaka nagumiUvanjo. To onda znaći da uj 
skup nc može biti bcskonaćan, pošto jc A porpuno neprckidan opcrator. Dakk, 
svojstvcnoj vrcdnosti X,+0 potpuno ncprekidnog opcratora A odgovara saroo 
konućan broj ortonormiramh svojstvcnih ekmeaata. Lako se vidi da gornje 
rezonovanjc nc važi za X,-0. Naime, u tom slućaju sc (10.54) svodi na 
p ( Ах ,. АхЈ - 0, tj. nulti ekmcnt 0 je sigurno taćka nagomilavanja skupa 
{/*a)-( 0} (i jedmi njegov element), pa prctpostavka o beskooaćnosti skupa (х) 


nije u proiivrrćnosti sa potpunom neprekidnofću opcralora A. Prema toaie, 
svojMvmoj vrcdnoni X,-0 bi mogao odgovarati i bc&konaćan broj ortonormi- 
ramh svojstvemh elcmcnau. 

Sada možemo doka/atj i preostali dco formulisanog stava. Označimo sa 
(х) skup svih ononormiramb svojstvcmb clciucnata koji (za dati potpuno ncpre- 
kidai crmitski operator Л) pnpadaju svojstvenim vrednostima kojc po npsolut- 
noj vrcdnosti msu manje od zadanog pozitivnog broja A'(|X|>/0. Postupajud 
kao gorc, pokazaćemo da ovaj skup mora biti konaćan, jer prctpostavka o 
njegovoj bcskonaćnosn protivrcći potpunoj ncprckidnosti opcratora A. Zaisu, 
neka $u х, i x f dra ortonormiraou svojsivena elcmcnata iz (х) a X, i \ pri- 
padajućc svoiavcoe vrednoni, obc po apsolutnoj vrcdnosti vcćc od K. Potpuno 
anaktgno (10.54) imaćemo onda: 

- + 1 х, i> ii *, ii' - 

+ (1055) 

Poskdnja ocjcdiukoftt proailazi a ćmjenicc da su obc svojstvcne vrednosti, 
po prctpostavci, po apsolutnoj vrcdnosti veće od A'. Nadcni rc/uhat pokazujc 
da u skupu (4x) nc može bui taćaka nagomilavunja, jcr su rastojanja i/mcđu 
ojegovih ckmcnau uvek veća ili najviic jednoka nckom kooaćoom broju. Prema 
tome, ako je A potpuno ncprekidan operator, skup (Лх) nc пк>>с bili bcsko- 
naćan, pa to nc može biti m (х). Drugim rcćuna, poipuno ncpfckidnoni ope- 
ratoru odgovara konačan skup ononormiramh svojstvcnih ckmcnatu sa 
svojuvcmm vrcdnostima |X|>A'. Onda je. utoliko prc, i иш »kup svojs- 
ivcmh \ irdnosti u Mobinom |X|>A konaćun (svakoj svojstvcnoj vrcdnosti 
posmatranog opcralora možc odgovarati vilc ncgo jedan svojslvcni clc- 
ment, ali m jcdaoj od njih nc viic ncgo konaćno mnogo ovih). Odatle slc- 
di da je ceo skup svojstvemh vrcdnosii operatora A ili konaćan ili obnuujt 
nub-ntz, dakJc u svakom slućaju ipektar nvJstvenUi vreJaosti Je ditkreian. Nc 
zaboravimo. pri tom, da ceo spcktar kži na realnoj pravoj, jer jc opcrator A 
enmtiki. pe su mu sve svojstvcne vrcdnosti sigurno realnc. i to na scgmcntu 
I-IMll. + JMIII- P°*‘0 Јс polpuno ncpnkidan opcrator obavez.no i ogranićcn. 
a kod ogramćcmh opcratora za sve svojstvcnc vrcdnosti vuži |Х(<'||Л||, kao 
Ito jc vcć ranijc poka/ano. 

Posk ovoga prclazuno na doka/ drugc navcdcnc osobine. tj. da srojstrenl 
elementi ma kog potpuno neprekidnog ermtlskog operatora u Hilbertorom prostoru 
obrazuju poipun slsiem. Formulisam stav znaći da jc svaki polpuno ncprckidan 
errmtski opcrator u Hilbcnovom prostoiu obscrvubla, tj da sc proizvoljun cle- 
racnt Hilbcrtovog prostora može prikazati pomoću njcgovih »vojstvcnih ckmc- 
ruta u obliku Founcf4»vog razvoja (9.52). Ovo jc u nutcmutičkoj literaturi 
paznalo kao HHbertma teorema. 

Dokaz Hilberiovc tcorcmc moramo razđvojdi na nckoliko ctapa. Najpre 
uoćiroo da jc skupsvih ortonormiramh svojstvcmh ckmeruta potpuno ncprekidnog 
crmitskog operaiora A koji pnpadaju svojstvemm vrcdnostima razlićitim od nule 
tsajviic prebroju. To skdi tz gorc dokazunog suva da jc skup svojstvemh 
vTcdnoiu različitih od nule konačan iii prcbrojiv, u svakoj od njih pripada 
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najviic konačan broj orionormiramih svojsiveoih clcmcruu. Daklc. svojstvcoi 
ckmcnii и Х+0 se mogu porcđaii u jcdan niz. Označimo ga s» ж\, ... , 

х к , ... ili kraćc и t^). Ncka jc х ma koji ekment Hilbcrtovog ргоЛога. 

Prćma teorcmi o konvergenciji Founcr-ovih razvoja (jednaćme (9.38) i (9.39)1 

suma x'-<>2 (xi, х) х. siguroo konvergira. tj. х' je elemcnt Hilbertovog pros- 
tora. Onda jc i х"-х©х' takođ« elcmcnt HUbcrtovog prostora Daklc 

х-х'ф*''-оЈ (Јг;. Х)х1фх", (10.56) 

pri fierau jc clcment х" ortogonalan од х*. Naimc. on je ortogooalan na svako 
х, ponaosob, ito s« luko može dokarali relacijama analogim (9.42). 

Rn/lngaojc (10.56) pokazuje da je cdiihodno posmairani HUbeitov pros- , 

tor rardvojili na dva urajamno ortogonalna poiprostora. H i // . Uko da u 

//' ulazc svi oni clcmcnii koji sc mogu prikazati sumama oblika r ■ «2 S 1 * 

t— I 

pomoću i/dvojcnih sopstvenih dcmcnata {x.) f a u //" svi ektncnti ortogonalni , 

na njih. Zapa/into da opeiator A prcvodi ekmentc iz /Г . opei u elemcnte iz /Г. 

jcr к oČevidno j 

ai-aLz «чх;)-«2 ! 

\ «.i / »-i —i 1 

poito su x\ njegovi svojstveni ekmenli (Лх.-Х^хЈ. Kalemo da je potprottor 
/Г invarijanian u odnvsu na oprraior A. Uko je videti da će onč* i H' btti 
invarijantan potprostor, Naime. po/io jc A cnailski operaior. biće [АГ . X)- 
-(*", «4«*)*0 ( ako х" ma koji ckment potprostora // . 

U Funkcionalnoj analizi se doka/uje da je u svakora potprostoru Hilber- 
tovog prostora norma potpuno neprekidnog ermnvkog opcratora jcdnaka epaolM* 
no vrcdnosti njcgove najvctk svojstvenc vredoosti u tom potprottoru. DoUZ 
za ovo nećemo navoditi, upućujuć. zaioieiesovaoog č.iaoca na^specijalnu l.tera- 
turu*. Jcdan Uuttraiivni primcr ovog tvrđcnja dai jc u zadaiku 10.5. Imajući 
u vidu da u poiprostoru //' orionormiranu bazu čme svi svojttvem ekmeoti 
posmairanog opcraiora sa svojttvenim vrcdnottima Ху-0 i da je Uj potprostor 
mvarijanian u odnosu na njega. vidimo da u potprosioru /Г , prema 
samom načinu njcgovog konttnnsanja. operaior nmžc imati samo svojtt- 
vcnu vrednott Х-0. Prema gore navcdnom tvrđenju. odatk slcdi da je _ i 
norina opcratora u /Г’ jcdnaka nuli. ito u skladu sa (10.30) una za poskdicu 
da гл svaki clcmcnl г"€/Г' mora bili Јј Az" |> -0. Zbog nencgaiivnosii norme. 
ova jcdnakosl povbći /а sobom i va/cnje uslova Az " odnosno ma koji 
elemcnl i: //" je sw)U*eni elemcrti operaiora A за sro^irenom rrednolcu Х-О. 

Poiio jc // separabilan prostor. tu osobinu će imati i H' . lako da ćemo moct 
u njcmu naći (konaćan ili prebrojiv) poipun ortonormmin skup {xj, i (10 56) 
dcfinilivno pittiii u obliku 

х-х'фх'*- *2 (£*)*•+ (,057) i 

«-l a-l 

• V. npr. kniicu navedenu u »pisku Uioaiu« pod rcdoim broje I. мг. 31 7 («■* 25J. 
ili knjieu navedenu pod rrdnim brojcn J2, «ir. 211 — 2|6 (роиђоо taa« -X 


Ova jednačina pokazujc da umja vkupova (хј i {:„} obrazuje orlonormiranu 
bazu (potpun ortooormiraoi skup) u Hilbcrtovom prostoru o komc je reć. jer 
sc proizvoljan ekmcni proslora х mogao prikazau pomoću njih u obliku Fou- 
rier-ovog razvoja (9.52). Pn tom su x'» ononarmirani svojsivem ckmenii koji 
odgovaraju svojsivcnim vrcdnouima daiog poipuno ncprckidnog crmitskog opc- 
ratora različitim od nuk, a r„ su svojttveni ekmenti koji pripadaju Х-0. 
Hilbertova teorema je ovim dokazana. 

Neka je, oa primer. u prostoru /,9х>(Б,Л> 5. ) opcrator 

A definisan rclacijom 

-*'-(«1.7«. 7 *•■•••)• 

Za ovaj opcrator smo vidcli da jc poipuno ncprckidan u odcljku o ncprckid- 
nosti i ograniĆenosti linearnih opcraiora. Lako mo/cmo polca/ati i da je on 
crmiuki. Naime, imajući u vidu definicijU (9.14) skalarnog proi/voda u /, 1 
stavljajući у-(ч„ , V •• ). nnamo: 

Ito odgovara uslovima (10.43) i (10.53) Jcdnačma (10.32) svojstvcnog problcma 
ovog operatora ima oblik 

ifc.- ••)-*№..«; !..•••). 

i očcvidno moie bui /adovoljena samo /а elcraente ćije su svc komponcnie 

jednakc nuli osira r-ie koja ostajc proizvoljna. i 10 pod uslovom da je X, о — 

Лко proirvoijnu kompooentu razlićitu od nuk odrcdimo tako đa svojstveni 
ekraent budc normiran. dobićerao taćno mz ekmcnaia (8.31), /а koje jc oće- 
tidno da predstavijaju jcdnu ortonormiranu ba/u posinairanog prottora. Zapa- 
zimo u/grcd da, u sagbsnotti va dokazamm siavovima, svojsivcnc vrednostt 
zaista obrazuju jcdan nub-niz 1 svakoj odgovara samo jcdan (duklc, konaćan 
broj) svojstvcni clcmcnt. 

Ezeitski operacori s« koetiaalraaia spcktrom ivojstvfaJb rrcdnoslL Konli- 
nuiraoi spcklar svojstvcnib vrcdnosti se roožc pojavili samo kod ojxraiora koji 
dcjsivuju na ckmente bcskonačno dimenrionog prottora. U konaćno dimenzi- 
onim prostorima spektar svojstvemh vrcdnosti je uvek konaćan, kako ve vidi 
iz jednaćina (10.4 1) i (10.42). Na ovom mcstu nc mo/rmo ra/nmlraii opšic 
uslovc pod kojima bi spckiar svojstvemh vrednosti nckog ermnskog opcraiora 
u Hilbcnovom prosioru mogao biii koniinuiran (ili detom kontinuiran a dclom 
diskrctan), jer to pitanjc izlazi iz okvira ovc knjige * Uz 10 . ogranićićemo 
sva ra/matranja na prostor /,(-*■. + 00 ). kofi jc u primenama najvažmji. 
Ovo nije ncko suftinsko ogranićeoje, pošto su svi Hilbcrlovi prosiori medu- 
soboo kongruentni, ‘i uvodi se samo radi konkrclnosti daljih i/vodcnja 


• Operalan s« kootmuir«flim spektrom и opUmo i nulcmallćki ttrogo r«/nv<ir«ju u 
кдЈШ navcdcnuj u vpiilu liieralurc pod rednim brojem 31. GUv« V. parajraf J. 
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Da bi&mo se lakic snaJli u slofcnom pitanju crmiUkih opcralora u konii- 
nuiranim spckirom svojsivenih vrednosti, posmatraćemo najprc jcdan konkreun 

primcr. Opcrator difcrcnciranja A - je u ргомоги L,(- », + oo) crmit- 

ski, kao 5to se vidi iz jcdnaćina (10.50) i (10.51). TaJ operator je. uz lo. 
neogninićcn. iio jc takođc već ranije pokazano. Svojuvcne funkc*je posmairanog 

opcruiora sc nula/e kao rcicnja difcrencijalne jednaćmc -/~x(/)-X јг( 1), u 

kopj jc X realan paramciar, jer ako je opcraior crmiiski njcgove svojstvcne 
vrcdnosli su nufno rcalne Reicnja napiunc difcrencijalnc jcdnaćme su obltka 

л> .( 1 > = _*' , '(faktor jc uveden po anaiogiji sa mak» prc razmoirenim 

slučajcm kad isii opcraior dcluje u prosioru periodićnih funkmja J i defimuna 
su za svaku vrednosi X (5io jc nagla5eno siavljanjem indeksa), ali m za jcdnu 

od njih .т> (l) ne pripaJa prostoru L x ( - », + »), jer iniegral / ij(f)ii(0^- 
_ J_ f e~' A, J A, di- — f dl oćevidno ditergira. Pri rtrogom rezooovanju 

2n J 2n J 

bismo odavdc morali zakljućili da operaior Л uoprte ncma svojrtvcmh funkcija 
u Л 3 (-ов, + 00 ). Isposiavlja sc, meduiim, da jc cdishodno Ireiiraii funkcijc 

kao svojrtvene funkcijc pusmatranog opcratora u nekom gene- 

uliunom smislu Naiine. /а funkciju x(f) i / /.,(- «. + «•). «"°в и ** formalno 
i/raćunail njcm Fourier-ovi koeficijenti (9.24) 

+- 

5 Ј*\(1)*(0Л-р= /*(•>*•“'<*. (10.51) 


i pomoću njih takođe fortruilno napivili Fourier-ov raavoj 

*(<)- J 1 М*х«)Л-р= J4w* a 'A. (10.59) 

~ ■ • • 

/amciijujući sumu u formuli (9.52) integralom da bi sc uzela u obzir kominu- 
iranosl indeksa X. Napisane relacijc, naravno, imaju uopJte smisla samo м 
tukvc funkcije *(»)£/-, (- 00 . + ») tod kojih će navedcni mtcgrali konver- 
ciran. No, u tom slućaju se ove relacije pokJapaju sa рогпапт formulama iz 
teojijc Founcr-ovih transformacija. za koje je poznaio da л lačne i rtoga msu 
više samo formalnc. Objeklivnosti radi, naglasimo da do sada nije defuulimo 
Jokatano da mtcgrali u (10.58) i (10.59) konverpraju za тгаки funkciju tz 
/.,(- ». +*). Pitanjc da li Fouricr-ov integral (10.59) zaista konvergira za 
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svaku funkciju iz L jr u matcmatićkoj literaiuri poznato kao Luzinor problem' 
(Luzin, 1915. god.). Meduiim, za sve funkcijc u L x koje su od praklićnog 
tntcresa pomeouu inicgral konvcrgira, jer lc funkcije nc samo da pnpadaju 
prortoru Lj vcć zadovoljavaju i suožc uslove koji sc dculjnijc razmatraju u 
leoriji Founcr-ovih iransformacija i na kojima sc ovdc nc mofemo zadrfavaii. 
Prcma tomc, svaka funkcija od inicrcsa sc molc prikazau kao x(/)- 
♦ - 

- / i*\. x)xx(l)d*> dajc “ pravo <1* ‘ ки Р funkcija x x (l)- 


1 d 

- — = smatramo poipunim, a opcrator Л i — observablom u prostoru 

V2k dl 

Lj(~ oo. + ao). Podsctimo sc da je u prcthodnom odeljku bilo pokazano da 

je taj operator bcz daJjojega observabla u L,(-n, к). 

Gcneraliiimo sad dobijene /akljućke. Ncka jc Л ermuski opcrator koji 

ima koniinuirani spcktar svojstvcmh vrcdnosii. O/naćimo ponovo sa x x (/)svoj- 

slvtne funkcijc koj« im pripadaju. 2л ove funkcije netemo zahmaU da Imuju 

konačnu normu, tj. miegral J\x K (l)\ : di možc i da divergira. Meduiim, ovo nc 


ivključuje mogućoost da ta izvcsnu u/u ili firu klasu funkcija iz L,(- », + «*) 

iniMnli 


tp.). /*, (<>*(/) л i * (i) - / ( 10 . 60 ) 


analogi (10.58) i (10. 59), konvergiraju. Drugi od ovilt iniegrala poka/uje da 
je onda opcnuor A obscrvabta. Ako, daklc, pretposiavimo du su rclacije (10.60) 
•spravne. njihovim kombmovanjem lako dola/imo do: 

«• -4- *■ * - 

*<Х)- / x x (/)[ /5 (Х')х д .(/)г/Х-|Јг" / 5<XVV / *Al)x\.(l)dl. (10.61) 

U dnigoj jednakosii jc izmcnjcn rcdoslcd imegrauje, 5to nije sasvim opravdano, 
jcr intcgnl po / divergira pri Х-Х’. Ipok preipostavka da je opcrator Л ob- 
scrvabla znaći da obc formule (10.61) ircha da budu lačnc, 5to namcće izvesna 
ogranićcn ja na pnrodu divergencijc pomenuiog iniegrala. 

Zadržjmo sc dctaljnijc na ovom pitanju. U рпшспата jc uobićajcno, ma- 
da nc i matematićki sasvim korcktno, da sc u ovakvim slućajevima opcrik sa 
UV. Dirac-ovom S-funkeiJom. Ona po dcfiniciji ima slcdcćc osobinc: 

*0-V)-( °' *** (10.62) 

l 00, X -X, 

i (O lako da budc 

/ 8(X-a’)</X’=I. (10.63) 

Ovakve osobioc su odabranc sa oćcvidnom namcrom da 8-funkcija budc neka 
gcneralizacija Kroneckcr-ovog simbola (1.8). Ovu funkciju možcmo zamislm 

• Ndto dctaljr.jc o ovorae tt molc м u \цјш namlcooj u »plsku Uleralure pod 
ređaia brojaa 2«, »и 3S5. као ј u кв>ш pod rcdnim bto/an 32, sir. ЈЗВ. 
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као pranićuu vrednost (u umslu koovcrgcncijc taćka po ućka) nekof 
funkaja koie su svugdc jcdnakc nuli osim u malom lmervalu oko X -Х. gac 
imaju uzan i visok maksimum. takav da povrtina ispod tvakc ^od Injih ^uvea 
ostujc jcdnaka jcdinki kad se pomcnuti interval sulava. zbog (10.63). To. n* 
primcr, mogu biti funkcije j 

-•<*'<Х-1а. 

Х-уА<Х'<Х+уА. 

0. Х+уА<Х'< + - 

i i-funkcija nastajc u gramćnom prelazu A->0. Kao poslcdK'a dctfmicija (10.62) 
i (10.63) dobija sc relacija: 

/ /(X'i I (X- X') </Х' -/(X) (10.65). (10.64) 

, ako se ona upored, sa (10.8) vidi se da * 8-funka^ ^ ££”*** 
jc/.gro jedinićnog mtcgralnog opcratora. Ispravnost rup.sane )«inaiusti 
sc možc proverili tako fco ćc »e uoćiti da jc »oiegrand »a lcvc siranc jcdnak 
nuli svugdc osim u bcskonaćno inalom imervalu oko X -X. u koroe sa m oic 
smatrati da je /(X')%»/(X) i zatrra iskoristiti (10.63). 

Uporcdimo (10.61) i (10.64). Ukol.ko je ermitski opcraior^ sa kooiinu- 

iramm spcktrom svojilveoih vrcdnost, obscrvabU. tj. uko ‘ ,k ®f i rt ^*. (, ° 6 ’ 
ispravna, vidimo da svojstvene funkcijc x»(f) moraju zadovoljiii uslov. 

/ *UO*x (0Л-в(Х'-Х) (1065) 

koj. oćcvidno prcdstavlja gtntrullzaciju oioblna orionormiranosti (9.1 8). N*P'“* 
nora uslovu sc ик,1с dat. i neito drukćiji obl.k. ako sc prva od relac.p (10.60) 
uvrsti u drugu i izvrii izmcna rcdoslcda inicgrac.je: 

*(0- K(/)[jW)*<0‘*']‘' > - 

~ /x(#')i*7 ii(i)it(»')A. (I°66) 

Ukohko jc A obscrvabla, i ovc jcdnakosli moraju biti taćne. Uportdivanjcm 
sa (10.64) konstatujemo da onda važi: 

/ Лл(1)'г д (0Л-8(1'-1). 1,0 67 > 

U lucraturi sc ova jcdnačma. koju moraju zadovoijavai. ”4^* Г “ кс, {! 
ermitskog opcra.ora da bi on bio obscrvabla. zovc usb* ^ 

vrjo podcsna za brro i efektivno utvrdivanjc da b je skup svojstvemh funkc.ja 
дг А (/) nckog crmitskog opcratora potpun. 
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Napomcnimo na kiaju da. strogo govorcči, funkcija sa osobinama (10.62) 
i (10.63) ne mo?e poslojati. jer su lc osobinc protivrcĆne. Zaista. intcgrandi u 
(10.63) i (10.64) se razlikuju od funkcije f (X')= 0 samo u jednoj lački, pa 
vrcdnosti integrala raoraju biti jcdnaki nuli. kao ito je već rcćeno na kraju 
prctbodne Glavc u kiatkom preglcdu osobina L«besguc4)vog mlcgrala. Sloga 
treba vodili raćuna da sc 8-..funkcija** moic koristili sarao kao podcsan ins- 
tniment za brzo dobijanjc rezultata. ali sc ovi nakoadno moruju stroie provc- 
rili. Za ovo proveravanjc sloji na raspolaganju niz formalizama u kojimfl sc 
na ovaj ili onaj naćm zaobilazi maiemaiićki nckorektna f-funkcija. Medu njima 
najznaćajnije mesto /auzimaju Schwartz-ova tcorlja dislribuc\jo i von Ncu- 
mann-ova speklralna tcorija opcratora pomoću kojih se rezuluti ovog odeljka 
mogu strogo izvesti. U okviru ovc knjigc sc nc moJcmo zadržavati na dctalj- 
nijcm izlaganju ovih pojmova*. 

Osnovna pravila za raćunanjc sa 8-funkcijom se lako izvode пд osnovu 
(10.63) i (10.64) i ncka od njih su navedena u zadatku 10.15. Citaocu sc 
prcporućujc da se sa njima upozna. 


1вж UNITAEM ОРЕЖАТОЛ1 


Drfinicija I osaovnc osobinr. Кло Ito je vcć pomcnuto. umlami opcratori 
м llncami nesingulami opemtori kojl imoju osoblnu da su Im aJjungovani i invtr - 
sni operator medusobno Jrdnaki, 

(/«-*/-•. . ( 10 . 68 ) 

a da Im se domen poktapa sa celim posmatronim prostorom. Odavdc sc ncposrcdno 
vidi. imajući u vidu reUciju (10.25). da umtarni opcrator ima osobmu da 
komutira sa srojim oJjungoranim operatorom i proluod ta dra operatora jednak 
je jediničnom vpcratoru. 

^ £/(/*-(/•(/-/. (10.69) 

Napisana jcdrućma omogućava da utvrdimo da umtarnom operatoru odgorara 
unitama matrka. Zaisla, na ositovu rdaaja (10.40) i (10.44) гш matnćne elc- 
mcnte proizvoda opcralora UU' imamo: 

i * 

(И /t- I (U'UiU'U - I ((/•)„. (1/) и . 

«•1 •-*> 

dok (10.69) Ivrdi da mora biti 

((/(/•^-(/^-^. 

Kombmovanjem ovih rezultata nalazimo 

£ 0° 70 > 


Jio jc idcniićoo sa jednačinom (5.26) za umtarne matrice. Trcba zapazili da jc 
u dokazu bilo uzcto da opcraior U ddujc u konaćno dimenzionom 
prostoru (pri sumiranju indcks a uzima vrcdnosti od I do k). Za bcskonaćno 
dimcnziom (Hilbcnov) prostor dokaz jc potpuno isti. 


• Tcorija diunbuaia jc deicijno iztoiena u knjizi Mvedcnoj u »pisku liccraiuic pod 
rrdare brojem 23. a ipctiraB* icorija opcnuora %е moJc aaći u Lnjigaini pod redoim bro- 
jem 19 i 31. 
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Istakmmo slcdcće d»c važnc osobinc uniiarnih oper&iora. - - - 

Srakl unitarni operator Je ogranićen I norma mu je јпЈлака je&nki. To se 
ncposrcdno vidi ako se napile: 

\[Ux Ц » - (Ux. Ux) - (х, U • Ux) - (х. /х) - (х. х) - 1| х Ц*. ' ? 

jcr vi lih jcdnako&ii proizilari: 

|fl/x]|-||x||. (10.71) 

Uporcdivanjcm sa (10.30) zaisia nalazimo |ll/l[-l. Pollo jc lincaran i ogrm- 
nićcn, unitarni operator Je I neprekiJan (svaki linearni i ogramćen орешог je 
neprckidan), Uko da se osnovna OM>bina l'ncarnosii operaiora (10.2) može 
pro&rriti i na bcskonaćnc sume kod je u piianju unitaran operator. 

Sre ivojstvene vretUunU uniturnog operaiora su po modu/u JeJnake jedsnia. 
7-i'sta, вко jc х svojslveni elcmcnt unitarnog opcralora U koji pnpada svoj- 
stvcnoj vrcdnosti X, Ux~\x, imaćemo, vodeći r&ćuna o osobini (9.7) skalar- 
uog proizvoda, 

(to. Ux) - (Хх, Хх) - 1 X I* (х х). (10.72) 

dok 1 / (10.71) sledi da je (Ux, Ux) - (х. х). Uporedivanjem ta dva izraaa 
odmah naluzimo da mora bili |Xj*-l «j. |X | - 1, Uo je ircbalo pokazaiL 

Lloilaroe (ramfunaacijr. Neka jc U dai unilarni operaior koji deiuje u 
posrnai ranom uniiarnom ili Hilbcrtovnm prosioru. Kaicmo da smo u tom pros- 
loru izvriili unitarnu tranifotmaeiju, ako svakom elemeniu х proslora koordmi- 
ramo elcmcni Ux. 

Uniiamc iranslorrmicijc imaju izvesne inierrsantnc osobine koje opravda- 
vaju njihovo dculjinjc proućavanjc. Тако. rccimo, jednaćina (10.71) pokazujc 
da pri unitarnim t ramfonnacljama normu elementa ostaje nepromenjena. Ovaj sc 
zakljućak moJc gcncrabsaii, ako sc uzme u obzir da je uopite: 

(U.x. Uy) - (х, U' Uy) - (х. /у) - (х, /), (10.73) 

cako da pri unitamlni Iransformacijoma ska/aml proisvod osiaje imarijanian. 
Spcujalno, dva uzajamno oriogonalna clcmcnu posmairanog prouora unnamom 
iransl'ormacijom prcbzc u u/ajamno onogonalnc elcmente. To znaći da elemenii 
Jedne urionurmlrane ba:e prosiora (x v ) unHumom iransformocijom prtiase u ete- 
menie nvke druge orionormirane baze, {*i} odoosno {Ux,}. 1лко %c doka/ujc i 
obrnuto tvrdcnje: iransl'ormacija х.-Вх ч kojom se elcmenii (х,) jedne ortonor- 
niirunc buzc prcvodc u elcmeme drugc buze {х,} inora biti umianu (v. zada- 
мк 9. 1 Oj. N.utcnc osobme unilarmh iransformacija pokazuju da onc imaju 
shćnosti sa ran.jc razmatrunim miacijama pravouglih koordmaimh sisiema u 
irodiincn/iononi prosioru, jcr i pri ovim iransformacijama dužine vckiora i 
uglova medii njinia oslaju neproroenjcni. 

Ncka jc 4 duii lincarni opcrator koji sc možc primeniti na dcmcntc 
posmairunog prosiora (uniUniog ili Hilbcriovog), i ncka je {х,} jedna ortonor- 
miranu baza u tom prosioru. Unitarmm operatorom U možemo uvesli nove 
tflemente baze. .r ,=»l/x v . Nadimo, prema (10.37). mairićoe elemcnie opcniora 
Л u siaroj i u novoj bazi: 

l.K t -(x„. ЛхЈ, (A^v-(x u .Ax'j -(их т ,ЛихЈ-(х џ ,и*АихЈ. (10.74) 

Odavdc sc vidi da su matrični elementi operatora A u noroj bazl Lstorelni sa 
mairiinini elcmentima operalora U' AU u slaroj bazi. To omogućujc nalalenjc 
tnatnćnih clemcnaia daiog operalora u bilo kojoj bazi, ako su poznaii mairićm 
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ekmcnii log operalora u jcdnoj bazi i operaior U kojim sc osivarujc prclaz 
iz jednc baze u drugu. Nije leiko vidcti da je ovaj rc/.ulut ncposrcdna geoe- 
ralizadja formulc (4.|0) za izračunavanje komponcnau icnzora рп rolacijama 
koordmatnog sisiema. 

Relacija (10.74) pruža lakodc mogućnosi za cfckiivno odrcdivanjc svojsi- 
vemh eiemcnau i svojvtven h vrednosii daiog potpuno neprckidnog ermiiskog 
operalora A. Prema гашјс rcćcnom, njcgovi svojstvcni clenicnii sc mugu uzcti 
za bazu (orlonormiranu) prosiora, i njcgova mairka ćc u loj ba 2 i hiii dijago- 
nalru i imaće ivojstvcnc vrcdnosii na glavnoj dijagonali Zaisia, ako poipun 
i ortonormiran skup svojsiven.h clemcnaia daiog poipuno ncprekidnog crmitskog 
operalora oznaćimo sa (х.), imaćcmo: 

hw-(*;. л.о-(х;. х,х;)-х,(х;. х^-х^ (io.75> 

Prcma jednaćini (10.74), mairica opcraiora U'AU ćc onda imaii dijagoiuilan oblik 
u bilo kojoj bazi, ako jc U uniurni operainr koji ćc iu proizvoljno odubranu 
bazu prevcsii u svojstvcnu bazu posraatranog opcralora. Da bi se. daklc, naUi 
i svojsivcoi clcmcnti i svojsivenc vrcdnoMi operaiora Л, ircba najprc proizvoljno 

odabrau jednu potpunu i ortonormiranu bazu (*,}. a zaiim naći uniuran opc- 
raior U ukav da opcraior U* AU ima u loj bazi dijagonalnu mairicu. Cle- 
mcnii na dijagonali će onda predsiavljali svojsivcnc vrcdnosli opcniiora A. a 
svojsiveni elcmenii će biti xl-Ux^ Taj posiupak je poznai kao Jijagonaliza - 
eijo matrlce nperatora. U bcskonaćno dimcnzionalnim prostonma, gdc se svojst- 
veni probkm nc možc reUvau pomoću jcdnačine anatoge (10.42). ovaj poslu- 
pak sc u praksi ćcsto pnmcnjujc. 

IzJagaoJc vczano sa unnarnc iransformacijc /avriićcmo napomcnom o 
izmcnaroa kojc ova iransfonnac ja unosi u osnovnu opcratorsku jcdiuićinu (10. 1), 
у-Ах. U praksi sc pn lom ob čno /auzimaju dva stanovilin. zavisno od kon- 
kretnih ciljeva. U jednom slućaju uzima sc da umiami operaior U vrti trans- 
farmaciju eeiog prostora, ij svakom clemeniu х pndružuje clcmcm х' - Ux, 
U lom slućaju, iz (10.1) i (lC.69) dobijamo: 

/-Uy- U(A х) - (UA)x - (UA) (U'U)x-(UA U' )(Ux) - 

- (f/AV* )У, (10.76) 

odakie ćilamo da sc opcralor A pri ovakvoj iranvformaciji zamenjuje operaiorom 
A'—UAU'. Jtažemo da su opcraiori A i A'-UAU' unitarno ekvira'entni. 
Opcrator A' ima isic komponcnie u odnosu na bazu {z^} :j. {t/xj , Luo i opc- 
rator A u odnosu na bazu {х,}. ZaiMa, 

(CM0»V*-(V. UAU *x'.) - («* . (UAU')U.J - (х* , ЛхЈ-ИХ*. 

Drugi u praksi ćesio pnmcnjivani aspekl unitarnc Iransformacije jc da se opc- 
raiorom U izvrti samo transformacija baze {*,} --*• {UxJ. Zapazimo da sc jcd- 
naćina (10.36) koja prikazujc relac.ju у^Лх u mainćnom obhku može prc- 
pisati kao 

*«/> ‘i (V У)~ Z (V л*Ј{**' *)• 
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jcr su i /, Fourier-ovi koeficijcnti elcraeoad у i х, pa za njih važi dcfini- 
cija (9.24) dok za mathCnc cleracntc možcnto iskoristiti (10.37). Očcvidno jc 
je da čerao onalogu relaciju moći pisaii i u transformisar.oj bazi, 

(*.. W- !(*». АХ.Н*:. ,). (10.77) 

val 

рп čemu će matrični clementi opcratora biti odrcđcni iz (10.74Х Izvcdcna 
rcl.icija pokazujc, đaklc. da u ovom sločaju opcrator A treba zamcniti opcra- 
torom Л" — U' AU, u sklađu su (10.77). 

U literaturi se ova dva »tanoviSta čcsto označavaju kao „aktM^ i ,j>a - 
sivni" rnptki unitarnc transformacije. ili aspckl „alibt “ i „aliar'. Prvi od njih 
odgovaru iransformaciji cclog prostora njcdno u bazom. a drogi tranifornu- 
ciji samo bazc. pri ćemu »vi ostali dcrocnti provtora ostaju ncpromenjcni, ali 
dobijaju novc komponcntc (tj. novc Fouricr4»ve koeficijcntc). Na primer fri 
razmiitranju transformaciomh svojstava vektora i ten/ora u Glavama 1. i 4. 
bio jc korilćen pasivni aspckt. 


10.7. DIRACOVA NOTACUA KVANTNOMDIANIĆIUH VEUĆINA J 

i 

„Вга- I „kcf Tckturi. Radi upotpunjavanja sadrUja poalednjc dvc Giave, 
opisućcrno ukratko jcdan alternativm sistem noucije elcmenata i opcratora u Hii- ( 

bcrtovom (ili u umurnom) prostoru, koji jc prcdloJbo Dirac«. Dirac4>ve oinakc 
su vcoma uobićajcnc u kvantnonKhanićkoj liicrnturi, i rbog toga su nam na 
ovom mcstu od intcrcsa. Onc imaju lu prcdnost da vcoma naglaUvaju analogiju . 

izmedu prostoru klasićmh vckiora u tenronma kao lincarmm opcmionma i ma kog 
drugog unitarnog ili Hilbcrtovog prostora. Konkrctnosti radi, u ovom oddjku 
(fcmo uvck govoriti o Hilbcrtovom prostoru i sve jcdnaćmc pisati za beskonać- 
no ditncnrioni slućaj. Dobijanjc analogib jcdnaćina za umtarnc (konaćno dimco- 
ztone) prostorc jc thvijulno. 

Ncka je H jcdan Hilbcrtov prostor i {л;} jcdan potpun skup ortonormira- 
mh clcmcnuin (ortonormiruna baza) u пјепш. Ma koji dcment x£H sc. na 

osnovu rczuluta Gluve 9, možc pisati u obliku gdc su /.-(х*. х) 

njcgovi Fouricr-ovi kocf.cijcnti u odnosu oa uka/anu ortooormiranu bazu. Prema I 

Dirac-ovom p cdlogu, demcntu х pridružujcmo jcdnu matrln-kolonu ćiji sc de- 
mcnli poklupaju su njegovim Fouricr-ovim kocficijcniima (ovakvo pridrulivanjc 
jc vcć bi|o primcnjcno u jcdncćmi (I0.36)J i jednu matrku-wstu, sastavljcou 
od konjugovano-komplcksnih viednosli ovih koeficijcnata. Pri ovome, za mai- 
ricu-vrstu Dirac predlaŽc naz.v „ bra'-vrktor i oznaku <x|, a za matrku kolo- 
nu naziv .. ket-vrktor i oznaku |x> (i ranijc sroo u nckoliko navrata iuakli da 
sc clcmcnti ma kog Hilbcnovog prostora ćcsto zovu vektori). DakJe: 

/.} 

<*|-(/i7a— )• !■*>“ /. . 0°- 7 « 

• V. ki|>igu P. A. M DU 1 C..THE PR!NC1PL£$ OF QUANTUM MECHANICS. ad. 

..Thc Ctaicnđon Prcstf'. O*fo*đ. 1958. рагаагжП 6 — 8 
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Običoo sc kraće kaže samo ,.bra" i!i „ксС elemenla х£Н (u odnosu na ortonor- 
miranu bazu {хЈ). Nazivi potiću od prvog i drugog sloga cnglcske rcći ,,bra- 
ckel** (zagrada). Relacijc (10.78) su ncposrcdna gcncralizacija formula (5.27) 
kod obićmb vektora. 

Skalarai pralzrod. Ako se ,.bra“ jcdnog demcnta x£H pomnoži. prcnu 
pravilima mairićnog moožcnja. sa „ketora** nckog drugog d emcn U y€H, do- 
bija sc: 

<*!/>-(/; /7-|Ј;|-/7л+/Тл+ • • • -(*./)• 00 . 19 ) 

u pot punoj saglasnoui sa rdtcijom (5.28) kod Llasićnih vcktora i sa Par«val- 
ovom jcdoaćinom (9.54) opisano množcnjc dajc skulurni proizvod (z, у). Na- 
glasimo da sc za skalarm proizvod u Dirac-ovim oznakama pite <x|j>>, tj. 
ac ttavljaju sc dvc vcrlikalnc crlc u sredini. 

Neka je Л neki lincarm opcrator u //. U Dirac-ovim oznakama sc dosta 
ćcsto stavlja \Л , naglaUvajući sa dvc vcnikalnc crtc da jc napisana vdićina 
opcrator. Uopitc, svaki izraz bilo kakvc strukturc će biti opcrator, ako mu sa 
obe strane stojc vertikaloc crtc. Ako sc izraz nala/i i/mcđu znnkova < >, on 
je obavczno skalar. dok < | ili \ > o/naćava da sc radi o vcktoru. Na primer. 
7Л Лх \ c piic |Л x>, i iz ove oznakc sc vidi du jc taj izraz jcdan „kcf-vcktor. 
Slično, izraz (х, Ау) *c označava <x \Л | y) t i znaci <> pokAZuju da sc 
radi o skalani. Citaocu ncćc biti teiko da u relaciji 


<*И/>-<7ИЧ*> . ( ,08 °) 

prcpozna jcdnu vanjantu jednačmc (10.43), a u «*, - <x„ | Л j х*> vidi drukćijc 
notiranu jcdnaćinu (10.37). 

Dijaddd pruu.od. Posmatrajmo sad izraz oblika |x><>|. tj. proi/vod u 
koroc jc, nasuprot skalarnom proizvodu, prvi clcmcnt pnkazan kao „kcf, a 
drugi kao ,,bra**. Prcma pravilima malrićnog mnoZcnja, ovakav proizvod ima 
sroisla (dok proizvod dva ..bra“-vekiora ili dva „kcf-vcktora, oćcvidno. ncma) 
i cisplicitoog je oblika: 

/, /181 hii * ** 

/, (f, fi- * •>- /, fi /,f, ' ' ‘ (10 81) 

* 

tj. prcdsUvlja jednu bcskonaćnu matricu. kdju ireba shvatili kao rcprc/entaciju 
(10.37) jednog opcratora u ortonormiranoj bazi {х,}, kako sc vidi i po lomc 
ito je izraz ogranićcn dvcma vertikalnim crtama. U zadaiku 5.26. jc poka/ano 
da analogi postupak kod klasičnih vcktora dajc dijadski proi/vod. Zbog toga 
ćcmoi u Hilbcnovom prostoni izraz |x><>| zvaii dijadskl protzrod. Zaista, 
osnovna osobina dijadskog proizvoda kod ohičmh vcktora, i/ražcna jcdnućinom 
(4.11), postoji i kod ovde posmatraoog dijadskog proizvoda. Zbog asocijativno- 
Sli matnčnog množenja, imamo: 



<1*></I)l*> « l*>«/|*». 
<*I(!*X/I> - №|дг»</1. 


(10.82) 


Zapazimo da su izrazi u zagradi sa dcsnc stranc skabri, lako du jc prvi iczul- 
tat „ket", a dnigi „bra". 
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Pi Осл /ivaajc optfBiort. Лко je {ХЈ dati skup ekmcnala Hilbtttovog 
proslora, kojih ima laćno onoliko koliko i u skupu {х,} (ortonormiranoj bazi> 
i koji ne moraju nuJno bili ononormirani ili uop«te linearno nezavisni, omla 
pomoću njih mofcmo obrazovati sumu (u sraislu matrićnog sabiranja) oblika 

V | A* v > <x v l . Taj izraz predsUvIja jednu beskonaćnu matricu kod koje к u 

Ji-ioj koloni nalaze Founer-ovi koericijenti elcracnta Х џ . To je lako videti, jcr 
jcdun izdvojcn sabirak napisane sumc (na primcr za v-2) iraa ckspliciUn oblik: 

0 /„ 0 ... 

(0 1 0 •.. )- 0 / п 0 ... 

o / :> 0 ... I 

, • • • • • • ~i 

pa se sabirunjcm ovakvih matrica oćcvidno dobija bcskooaćna mairica u mave- 
dcnom osobmom. Poredcnjem u jednaćinom (10.36) možcmo zakljućiti da 
• • . I 

^|A* v ><x,| predsUvlja jedan lincaran operator: . 

MI-2W<4 < l0 -- 83 > 

t-l 

Nup sana rclacija je ncposredni analogon formuJe (4.14) koja prikazuje teiuore 
u obliku Mimc tri dijadsku proizvoda (tri zato Ito je prostor trodimenirani). 
u kojima su konsckvcnti jcdimćni vektori koordinatmh osa. S.avile, zbog опо- 
normiranosti elemcnau bii/e {х,}, imaćemo: 

ИК)-(| 1 1Л-,Х*.|)К>- -i 

-\'x.y. " (I0.M) 

Ito bi sc u siandardmm o/nakama korilćemm u ovoj knjizj pisalo као ЛХџ — Хџ. 
tuko da su [ХЈ elementi HJbertong prosloeo koje operator Л pnutruluje elemen - 
Цпш baia. Ovo jc potpuno analogo koordinatmm vektorima Т л kod tenzora. 
Nu otnovu ovc analogijc zakJjuĆujemo daljc da ako su clcmcnti skupa {A" v ) 
Uneamo nezartsni (tj. ako bi se Schmidt-ovira postupkoro onogonahzacije taj 
skup mogao zamcmti jednim potpunlm ortonormiramm skupom), onda opcrator 
(10.83) ceo proslor // presliluva u eeo prosior H. Лко su. pak, pomenuti 
clcmcnti linearno zavisni, onda operator prcslikava prostor H u jcdan njcgov 
poiprostor, i to onuj koji jc odredcn Imcarno nczavanim elcmcnnma iz (A' v ). 
Snuacija je poipuno ista kao kod linearmh i planarnih afioora, a gornjc 
ivrdenje se formaino vidi iz: 

I •*!«>- (Д I •*•.> <•«. l) (Ј/. I *.>) - 

- i /. w<*.k>- i /, ivc.- 

#-• 
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gdc su /, Fouricr-ovi kocfidjenti elementa fx>, a krajnji rczulut se dobija 
u obliku linearne kombinacije clcmcnau {A v }. Лко su ош linearno nezavisni 
i ekvivalentni (u smislu Schmidt-ovog postupka) jcdnom potpunom ortonormira- 
nom sistcmu clcmenata. onda se skup elcmenata | >4 1 jc> poklapa sa celim Hil- 
bertovim ргомогот. 

Relacija (10.83) navodi nas na zakljućak da će aJjungoiom operator 
biti oblika 




(10 85) 


jcr to sasvim doslovno odgovara relaciji (4.27). Ispravnost ovog zakijućku se 
vidi iz sledećih transformacija: 


<*| ч |r> - <x ;( Д | *,> <x.|) |r> - 


Z <*!*•> <*,!/>- 1 <ТО<Ж|*5- 

•— I »"I 


-</|(Д к> <■*■. i)i i>. 


( 10 . 86 ) 


dok bisrao istc transformacije u standardnim ozmkama piuli 

(х. Лу) -(4'х. у)- (у7Л'Т ) , 

ра uporedjvanjem dvaju krajnjih izraza vidnno da jc jcdnaćioa (10.85) 

/aisU taćoa 

JedinMni operator u Dirac-ovim o/nakama ima oblik: 


!/; г.хџКхџ*. 


(10.87) 


koji odgovara rclaciji (4.40) kod tenzora. Naime, oćcvidno jc: 




- 1 1 *»> «*. I *» - 2 <* *.i *» K> - 

»-I »• * 

-k>. 


110,88) 


poito sc poslcdnja suma lako idenlifikujc kao Fouricr-ov razvoj (9.52) u 
Dirac-ovim oznakama. 

Unltaran oprrator sc pifc kao 


i « i - 2 !*><•«.: 


Ш*1Л» fiuha 
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gdc je {*’.} polpun ortonormiran skup dcmcnaia i z H. Prcm* (10.M). napiam 
opcraior vrli uniiarnu traniformaciju bazc {*.} u bozu {лр. Ро brtmo provcr.li 
da jc (10.89) zaisia obavczno uniiaran operaior. posmairaćcmo proizvod: 

- 1 !■*,> I !*.>*» ou- 

џ, »- I Л " 1 

- i (l0 90) 

•-I 

(I analogo I /ј). ilo je islovccno &a (10.69) i prcdsiavlja prxreban i 
dovoljan uslov da posmalram operalor budc umtaran. Analogija &a umurnim 
icnzoriraa oblika (4.54). gdc koordinatni vckion ukode moraju b,i. ononot- 
mirani, poipuno jc oćcvidna. Ra/umc sc. posioje i ncke manje mzlike. Ko«J 
klasičmh icn/ora smo razlikovali venore (koj. opuuju samo roiac.ju koordi 
nairu.g sisicma) i pervenore (koji opisuju »k.žcn.ju un.iarnu iransIorroac.ju. 
komb.novanu od roiacijc koordinainog s.ucma i oglcdaoja )«*»« ј 1 ' 1 "ЈЧ* 
koordinatnc osc pri ćcmu desni koordinaim injedar prclaz. u lcv.). U Hilbcn- 
ovom pioMoru nema poircbc /д ovakvim razlikovanj.ma. . sre ututarne tnms- 
fotmunje iu „rotaeijf'. 

Dctaljmjc razmatranje »vih odnosa kod opcraiora u Hilbcnovom рпм«оги 
pomoću Dirac-ovih o/naka ncće bili ncoph.nlno. Oomji prirncn »u dovojjni da 
pomognu čnaocu u копИепји moncgrafija i udlbcmka ć-ji aulon kornic 
D.rac4>vu noiaciju. 

Naglasimo. na kraju. da Dtnc-ou naćin puanja odgovara onomc Uo imo 
u Glavi I nazvali ».mbol.čkim meiodom raCurtanja sa roaiemairfkim vclić.nama. 
Jok prikazivanjc elcmcnaia prosiora i opcratora maincama odgovara koordioat- 
nom mctodu 

ZADACI 

10.1. Neka su *-(*, Д„. ..) i Г-(Ч,. • • •) ckroenu prouora /, PoUzat. 

da rclacije 

,b) 41 '7,1,^ 

dcfmiiu linearnc ogramčene opcnuorc u ovom prosioru 

10.2. Poka/ati da su opcraiori iz prcihodnog zadaika crmitski i da im sc 
spcklur svojsivenih vrcdnosii sasioji od samo po jedne lačkc. 

10.3. U prustoru /.,(-1.1) daii su Frtdholm-ov integralm opcraior Л sa 
jczgrom K(l, л) -/’-*/ + 2 a 1 i operator imersije B dcfimsan usknom 
fiz(/) = x( /). Naći njihov komuiaior i antikomutaior i pokazaii da 
su ош ogramčcni. 

10.4. Ako su Л i B ograničcm opcraiori. onda su С-АтВ i D = y4fitakodc 
ograničcm opcratori za koje važe uslovi ЦС||<|ј A J + {| ЛЦ. R/> \[<- 

^lMII iMII- Ookt^t,. 


210 


163. Naći normu kJasičnog lcnzora 



shvatajući ga kao opcrator u prosioru klasičnih vckiora. Kako bi se 
dobijcni rezuliai mogao gcncrahsau kod potpuno nq)rckidnib lincamih 
opcratora u Hilbcrtovom prosioru? 

10.6. Provcrili jcdnako&ti (10.45) i (10.46) kod adjungovanih opcraiora 

10.7. Ncka su A i Л’ dva uzajamno adjungovana opcruiora u A;-dimcnzionom 

unitarnom pmstoru. Označimo sa X |( X, X 4 i X,. X* X* njihove 

svojuvcnc vrcdnosii, a sa х,, z, ..... i X|, Xj х* pnpadajućc 

svojsivcnc ekmcnic. 

(а) Dokazaii da su korespondcntnc svojuvcnc vrcdnosii uzajamno konju- 

govano-kompkksoc. Ij. da тл svako v - 1 , 2 k vali Х^ - X,. 

(б) Svaki svojsiveni ekmcni jcdnog od lih opcraioru je ortogonalan n a 
svc svojsivcnc ekmcnie drugog, osim na ckmcnt (ili deinenic) koji 
odgovara konjugovano-kompkksnoj svojsivcnoj vrcdnosii. 

10 . 1 . Ako je A ma kukav lincami opcruior. proizvodi AA* i A' A su ermii- 
ski opcraiori, ćijc su svc svojsivrne vredoosti pozitivnc. Ako jc, uz to, 
A ograničen opcralor, onda su i opcraiori AA’ i A’A lukođc ograni- 
čeni i za njih važi \\АА' Ц-|| A j|*. Dokazaii ova tvrdcnja. 

10.9. Provcnti rdacijc (10.25) i (10.26) kod mvrrznih opcraiora. 

16-10. U kakvom su mcdusobnom odnosu svojstvenc vrcdnosli lincarnih opcra- 
lora A i А~Ч 

10.11. Dokazati da invcr/nom operaioru u unitarnom prouoru odgovara invcrz- 
na malrica. 

I 

10.12. U prostoru matrica upa 2 л 2 dau su operator transpozicje ( Ж 1 opertt- 
tor zamene vrsia Z. dcfinisani rclacijama: 

' g[l°" M=/ e " M. z/ e “ <, --U/ e » M. 

\o„ aj \fl ia aj' \fl„ aj Ц, aj 

Poka/aii da su oni crrailski i ogramčeni opcrulori i nući njihovc svojs- 
tvcnc vrcdnosli i svojsivcne raairicc. Prikazali /aiim svaki od ovih opc- 
raiora u potpunoj ononormiranoj buzi koju obra/uju svojslvcni clcmcnii 
drugog opcratora. 

16.13. U prostoru Lj( - 1, I) dat jc Frcdholm-ov inicgralm operator sa jczgrom 
K(t, /)-»*♦ 3/1 ♦z J . Nači njcgove svojsivenc vrcdnosti. i svojsivcnc funk- 
cijc. 

16.14. U prostoru L.lO, 1) dai jc Imcarni opcralor A dcfini&an rrlacijom 

•<Нх ' dx 

Ax(t)-t* — +3 1— +x. Naći njcgovc svojsivcne vrcdnosli i svojslvcne 
funkcije. 
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10.15. Pri ntfunanju sa Dirac-ovom 8-funkcijom mogu ie primcnjivati siedcća 
pravila: 

(o) J *(x-l)*(s-t)di-Hx-*), 

(6) //(,>£*<*-»)*- -/*(*>. 

(0 J /Џ)~Н * •*!)*■ -/*(*). 

- • 

w / /(0Мх-^ Л -[^[ л 

Provcrili du ve ova pravila mogu »mairati p«lcdicanu dcfmiciooih r©- 
laciju S-funkcijc (10.62) i (10.63) 

« • 
1 

•f 

* 

• * 

> 

• i • 
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reSenja zadataka 



bkSenja zadataka 


I. VRKTOKSkA AI.CEBRA 

1.1. Ozn*e«mo u i 9, uglove koje vekior A , B zaklipa u A i B rcipek- 
livoo, lako da imamo: 


««9,- 


А (Ач Bj 


COS9,- 


B (Л,В) 
B I A I B| 


Т ' | А 1 1 А + В ! В | ј АЧ В | 

Poito ptema uvJovu zadaiU ireba 6л bude cosf, -cos^,, imaćcmo 

A • (A ♦ B) _ B • (A » B) 

|А||А+вГ|В||А + В|* 


odnosno: 


A (Ai B) B • (A + B) 

1A| 1В1 


OsJobađanjem od razlomka i sredivanjem oala/imo: 

| A|| В1(| A|-| B i)-(A B)(| Al-jBi). 

Poslednja jednakost može biti zadovoljena u dva sfućaja. Hrvo, ико je I A j — | B j 
(vckion jcdnakih intcn/itcia), i. drugo, ako jc |A||B -A -B, lj. cos(A. B)- I 
(vcktori kolmcarni i istog smcia). Oba slućaja su g«ximcirijvki očevidna Naimc, 
ako su A i B vtktori jednakog intcn/itcia, om obruzuju paralclogram sa jcd- 
nakim stranama (kvadrat ili romb). a /а svak, lakav paruklogram >c u elc- 
mentarnoj planimetnji dokazuje da su dijagonalc biscktnsc uglova Ci>a icmena 
spajaju. Лко su, pak, A i B kol.neaini i istog smcra. ugM» izmcdu njih jc 
nula, a toliki je i ugao koji svaki od njih zaklapa sa A + B 

1.2. Kvadriramo li zadatu jednakost. dobijamo 

|A+Bj J = jA— Bl 1 , 

Jio se roožc prikazati pomoću skaJarncg proizvoda kao: 

(Л + B) ? - (A — B) 1 , 


odnosno: 


A* + 2A*B « JH-^-ZA Bi B\ 
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: 


lako da se ncposredno nalazi 


4A B-0. 


Dakk, da bi inicn/ilci zbira dva vektoni bio jednak intauiteiu njihove raz- 
likc, oni moraju biti oriogonalni. I ovaj rezullal je geomctnjski otevidan, јет 
kod parnldogranui sa prav.m ugiovimi (kvadral. pravougaomk) obe dijagonnlc 
su jcdnake dužinc. 

1.3. Prema fbrmuli (1.24) možemo piuti: 


cos 0 


A B 
АЦВ 


(P cos 9^ + />»Јпуе г )(5со»у§,-5 ипуе Ј _ ^S(cos'y-»in*y) -co#2? 
^cos 1 у + Ž 4 sm' у cos' у + S' »m’? w 

(Kakva jc gcomctrijska inierprettcija ovog realutt 7). Oznaiimo li povrlmu 
paralelogrnma nad A i B м Q, možemo na osnovu defimaje vektorskog pro- 
i/voda pisali (?-|AxB|. IzraCunajmo najpre 


AxB-| Pcosy f»»iny 0 --2«еш усокуе,. 
j Scosy — S*iny 0 

Odavdc je, onda, 

(> - 2 PS »in у cos у - М »in 2 у. 

1.4. Uslovi /adaika se svode na jednačine A-B-0 i A-C-O. koji ae prema 
(1.27) mogu ekiplicitno naptsali kao: 

-2 + 4X+2|*-0. 

6-3X-|*-0 

Keknja ovog »isiema »u, kao llo je lako proveriti, 

Х-5. P--9. 

5io znafii da je iražcm vckior A-(2. 5. -9). Njegov inlenzitet jc . 

|A|-/A^A-K4 + 2S + il-^llO. 

Tražcni uglovi se mogu naći kao u prethođnora adatku. uzimajući u obzir 
da jc BtC = (2, I. I) i A » B + C — (4, 6. -8). Rezuluii »u 


cosy,-0, cos 9l 


/110 
“ V 116' 


1.5. Zadati uslovi oriogonalnosu »е pomoću skalarnog proizvoda roogu napi- 
sati u obliku: 

, (2 A- B) • (A + B) - 0, 

(A — 2 B) • (2 A + B) - 0. 
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Nakon mnoŽenja i sredivanja (koristcći distnbuiivnost i komuiativnosl skalar- 
nog proizvoda), imaćerno: 

2^-^ + AB-O, 

2 A' — 2 — 3 A • B — 0. 

Poddimo obe jednaćme sa proizvodom intcnziicta vckiora A i B, i uvcdimo 

oznaiu —-х. Tako dobijamo: 

B 

2 х + COS0-O, 

х 


2x-2— -3cos0-O, 
х 


gdc je cosO-— 1 - upravo velićina koja nas inicmoje u zadatku. FJiminiiimo, 
AB 

ttoga, iz gornjc dve jednaćinc vdićinu х. Najpodesmjc je, u tom cilju, drugu 

jcdnaćinu oduzrti od prve, nakoo čega sc dobija z-— — , pa ovaj rc- 

4cos0 

zuJtat uvntiti u bilo koju od đvc jcdnaćine. Tako se dobija cos'O--^ tj. 

со»0- ± . U obur dolazi samo reknjc sa ncgativmm prcdznaiom, jer 

vdićina х- 5 — roora bui pozinvna. Dakle, definilivno, cos0 -i-r. 

4cos0 KIO 

1.6. Da bi А + ХВ bilo normalno na C. trcba da bude ispunjen uslov 

(А + Х B)C— 0, 

odakk »c, nakon skalarnog množcnja, dobija 

А-С-ХВ C-0. 

Ako vcktori B i C oisu uzajamno ortogonalni, zadatuk ima jcđno/nučno ro- 
lenje 

B C 

Ukoliko su ova dva vcklora uzajarano orlogonalna, zadaiak ili nema rrienja 
(ako A i C nisu orlogonalai), ili mu bcskonaćno mnogo rcknja (ako ova dva 
posJcdnja vektora zaklapaju pravi ugao). 

Da bi А+ХВ bilo kolincarno sa C, trcba da budc: 

(A + X B) х C — 0, 
lj. 

АхС® — X B хС. ( R 1.1) 

Dobijena rdacija racđu trima vekiorima možc posiojaii samo ako su oni 
kompUnaroi, Slo se može lako dokazali skalaroim mnoŽenjcm leve i dcsne 
strane sa B Tako se, naime, dobija 

(A х O • B = -Х(ВхС) ВнгО. 
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0 П Cemu jc dcsna sirana idcniički jednaka nuli. jer и dva vcklora u rorfo- 
ч,:от pioizvodu jedneku, pa sc posnmnma rdacija svodi samo na (A х C) • B - 0, 
ч,о ie uslov komplanarnotf i. . _ . . « - - . 

Neka su. dakle. A. B i C komplanarni. Skalamim mnolenjcm jednačmc 
,.„.(,..0, nalaiimo: (A-Q(1>C) 

(в«С)> 

j množenjem va (A-C) slićno dobijamo: 

x _ (Ах СУ 

(ВхС)-(АхС) 

Obc dob'jcne viednosii za X su jednake upravo zbog komplanamotfi vekiora 
Л. B i C. 5io nije leiko proverili. 

1.7. Tri vekiora su lincarno zavisni ukdiko su komplanarni. ij. ukoliko jc 
njihov meiovili proizvod jcdnak nuli. Na osnovu(l.38) možeroo, dakk. pisan: 

' I -I « 

i' * -0. 

3 » — i 


Kjzvijanjcm ove dciermmanic i sredivanjcm. dobija se sledcda kvadraina jcd- 
nutina /л određivanje puramcira a: 

5e J — За-8-О. 

Njena icknja su. kao lio se odmah vidi. 


9 I 

■i -у 


tako du posloje sledcće dve 

mogućnosli: 

A’ — / 1 , — 1 , Ц. 

Г-(|. у -l). C* 

\ 5/ 

\ 5 / 

A" — (1 , -1. -1). 

B"-(l, -i. -i). c 


-( 3 - '• £) ; 


U prvom slu&iju je |9 A* t 20 B‘ - |3 C -0. a u drugom A"-B"-0 (kako 
ч« mogu naći ovi koeficjjcniil). Slo pokazuje da su ovi veklori zaisu Imearno 
z.ivoni. Uglovi mcđu njima sc mogu naći po analogiji sa zadacima 1.3 i 1.4. 
tako da se na ovomc nečemo zadržavaii. 

1.8. Konsieći zakone disiribucije i allemacijc vekiorskog proizvoda naliuimo: 
S-A'BtBvC, СхА — АхВ — СхВ+СхА — 

— (A — C) 4 В + СхА — (A-C)xBtCx A— A х A — 

-(A-C); B-(A-QxA-(A-C)x(B-A). 

Pr, uvodcnju ovog rczuliaia je bila iskoriićena relacija АхА-0. 
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1-9. Dokazivanje zađatc rdaćije je neposredno: 

(A — В)х(Ај-В) — АхА + АхВ — ВхА— Вх В — 

— А хВ-Вх А- 
-2АхВ 

Goomctrijska loterprctacija ovog rezuliau je tfedeća. Poilo su A - B i A . B 
dijagocak paralelograma konsiruisanog nad A i B, proizvod (A-B)x(A + B) 
je vekior ćjji je inienziiei jednak povriini paralclograma konstruisanog nad 
dijagonalama. Ргеша poznaioj teoremi planimcirijc, ova povriina je kod svakog 
paraldograma dvapul veća od njcgove povriinc, a ova poskdnja predsiavlja m- 
lenzitet veklora АхВ 

1 . 1 *. Na oba pitanja postavljena u zadaiku moicmo odgovoriii ako izrućunamo 
meiovii. proizvod vekiora ispitivanog tnjedra. vodeći raćuna da je (A х B) C>0. 
jcr je trijedar A. B. C desne orijeniacije. Dakk. 

- А/-((В + С)х(С+А)) (А.В)- 

• — |(B х Q + (B х A) + (C х O + (C х A)) • (A ч B) - 

-(BxC) A + (CxA) B- 

- 2 (A х B) • C. 

Pri izvođenju ovih refacija bile su konićenc osobioe mcioviiog proi/voda. 
Dobijcni rczuhui poka/ujc da je injedar BiC, C + A, A+B isic onjcmacije 
kaoA.B C (deane) i da je zapremma puralclepipcda u drugom slućaju dva- 
pul veća. 

1.1 L (e) Smairamo li u oba CUna (ЛхВ) kao jcdan vcktor . primcnimo 
formulu (1.40). imaćcmo: . . 

И - (A х B) х (C х D) - C х ((A х B) х D) » 

-C((AxB) D) -D[(AxB).q-(AxB)(C D)* D((AxB) C)- 
— C((A х B) • D) -(A х B) (C-D). 

Pomoću istc formuk (1.40) sc dobijeoi rezulut mofc napisali: 

R - ((A х B) х q х D. 

ćimc jc potfigaui cilj potfavljen »adaikom, ij. daii тлг je napisnn u obliku 
jcdoog proizvoda. 

(b) Iskoristimo u drugom ćlanu komuiaiivnost slcalarnog proi/.voda, 
mogućnosi zamcne mesia znakova skalarnog i veklorskog množenja u mešo- 
vjiom proizvodu i zakon aliemacije u vckiorskom proizvodu. Tako dolazimo 
do sledcćib jednakosli: 

(/ — (Ах B)-(Cx D) - C‘((A х B) * D) - 

— (A х B) - (C х D) - I(A х B) х D) • C — 

— (A х B) • (C х D) (A х B) • (D х q - 

— (A х B) • (C х D) + (A х B) • (C х D) = 

— 2 (A х B) • (C х D), 
čime jc zadatak rricn. 
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•• ч 
.-•-4 

i. d 

• » 

•>> 

(A !•*) 


1.12. Smatrajući u sva iri ćlana prvi vektoreki proirvođ kao jedan vektor. 
možemo па osnovu oaobina mctovitog proizvoda pirati: 

0-(A*B)-(CxD) + (BxC) (AxD)+.(CxA) (BxD)- v 

4(AxB)*C).D + [(BxC)xA)-D+KCxA)xB).D- '• 

— [(A х B) х C + (B х C) х A + (C х A) х B) • D. у' ** 

lzraz u srednjoj zagradi je idcniićki jodnak nuli. Uo tc rnožc proventi pomoću 
formulc (1.40). Zaista. . . .« 

(A х B) х C - B (A • C) - A(B • O. /7 .1 

(B х C) х A - C (A • B) - B (A • C), . ^ 

(СхА)хВ-А(ВС)-.С(АВ). 

pu ako ivc ove Iri relacije sabctemo, nalaaimo ncposređno v *! 

(A х B) х C + (B х C) х A + (C х A) х B — 0, (Л. IJ) 

čimc jc ikikazano i da je 0-0. Napomcnimo. uzgred, da к rezultal (Л L2) 
zove Jocobi-jtrt ideniiiet. U njerau figunic mma triju dvcsmikih vektorakjh 
proi/voda sa ciklićmm pcrmuiacijama vekiora. 

1.13. Označimo /adane vektore sa P i Q: 

P — (A х B) х A — B A* — A (A • B); Q -(Л х B) * B- B(A В)-АВ». 

Ugao mcdu njuoa možemo naći prcma formuli 

P*Q : .4 

ан p « ■ — t 

|P||Q| • 5 

(v. zadalak 1.3.). IzraCunajmo najpre poircboc vdičioe 

P Q-[BA»-A(A B)) [B(A B)-AB*)- ; 

-H , l , (A-B)-i( , l , (A-B)-(A.B)»+il*l , (A.B). 

- A J В г (A • B) — (A • B)* — 

= в’со$0(1 -cos J 0); 

u poslednjoj jednakosh je iskoriJćen idenntei A-B-ABcos0. jer je, po xa- 
dutku, 0 ugao i/mcdu A i B. Dalje je 

| P i - V* 7 * - И(В^-А(А. K)V - 
= VA<B’~ 2 A*(A • B)>+ А(А В)* - 
- ►»-A*B } cos T 0 - А г В sin 0. 


cosp- 


и slićno i: 


I Q | - /Q • Q - К1в (А • В) : а tfj’ - ^ e- ,in e. 

Pomoću ovib rc/uliata 7л ugao izmcđu P i Q dobijamo: 

' A l B* со* 0(1- cos* 0) 

coso i ' - cosu, 

A* B* sin J 0 
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tj. vekiori P i Q zakJapaju isti ugao kao A i B. Ovaj zaključak je gcomet- 
rijski očevidan, јег P i Q leže u istoj ravni kao A i B. pri čcmu je pcvi 
oormalan na A a drugi na B. tako da se radi o uglovima sa normalnim 
kracima. 


L14. Označimo tražene komponentc sa B_, i B x . tj. stavimo B=B |+B L . 
Skalamim mooŽcnjcm ovc rdactjc va A dobijamo: 

B«A — (B| +B 1 )-A‘ i B i | A » B, -A — Bj| A. 

jer je vektor B, normalan na A. a B >( i A su kolincarni, pa je drugi skalarni 
proizvod jednak nuli. a prvi jcdnak proiz\t>du inicnzueia vektora. Odalle 
odmah nalazimo 

R B A 

e„ . 

a množcnjcm sa jcdiničnira vckiorom vckima Л dobijamo 1 sam vekior B„ : 

В A 


Drugu komponeniu nalazimo kao: 


(B A) A 
А г 


A 1 B (B A)A (A х B)x A 

А г " A' 

Prema iome, tražcno ra2laganje na komponenie, od vdike vaŽnoMi u mnogim 
oblasiima leorijske fi/ike. ima oblik: 


(A_B^A (АхВ)хА 
A l ' A l 


(R. I 3) 


1.15. Neka su vcktori A. B i B kao na slici 18. 
Kao Ito sc vidi. OP i PQ su upravo B, i B, iz prci- 
bodnog zadatka: 

™ (AB)A 


PQ- 


(АхВ)хА 


dok sc za vekior B koji iraži /adaiak moJc pisaii: 

B -OP+PR. 



lako da je za reVavanjc zadaika potrcbno usposuvili S* *••• 

vczu izmcdu PR i PQ. Pri lom sc polazi od činjenice 
da je PR nastao iz PQ rotacijom oko jednc ose normalnc na oba ova vck- 
tora za ugao 0 L'zimajući pravac vekiora PQ za x,-osu jcdnog koordinainog 
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iiiictna se koordinatmm počeikom u P, л pravac vcktora A (ose roucije) a 
»,-osu (x 3 -ow je onda kolmearna sa vcktorom PS), lako vidimo da јс. 

PR - PQ (cos 0 *, + sin 0 **) » 

-Ресо^беЈ + Левте^еЈхе,)- ' 

- PQ cos 0 -- (*, х PQ) sin 0 - 
= PQ cos в + ^ х PQ^ lin 0. 

Uzmcmo li u ob/ir du je PQ -^— — — -- , dobijamo dalje: 

л* 

7i _(A»4»A „, в + А,КЛ.В)«А) 1 . 11 , 

A* A* 

Ka/vijcmo li irostruki vekionJci proi/vod u drugom ćlanu pcema lormuli 
( I 40). smatrajući pri tom A»B kao jedan vektor. dobićemo: 

PR. СО ,0 + < ЛХВ) ^- Л 1 (АХ>) -^ 1 ЈП 6 - 

Л 1 A* 

(A х B) х A л A х B . л 

Л г Л 

jcr jc mcMivui proi/vod u Clanu sa »inO jcdnak nuli. Prcma lome, imamo 
dalje: 

в' - oi + рл - 

. (A; 1)A (A « B)xA e + A_xB ^ # . 

A'- Л* Л 

- (A BLA ^ Ах* л * 

u povlednjoj jednakosti jc ra/vijen dvostruki vcktorski pcoi/vod. u skladu 
'4 (1.40) Prcgrupiuvanjem Clanova lako dobijamo dedeCi definitivmn rezultat: 


B' - B cos 0 + ^ A ( I - cos 0) + - sin 0. 

A* A 

Uguo i/mcdu vckiora B i B' se dobija na osnovu (1.24): 

BB Ai/PcosO+fABj’O — cosO) 


(R. 1.4) 


cos у - 


Л‘В : 


-cos0 + (1 -cos0) 

lu imeniocu jc B' /amcnjcno sa B. jct su oba vcktora po intenzitctu oćevidoo 
jcdnaka) Ako ugao i/među A i B o/načimo sa 9, moći ćemo. dakle, pisaii: 

* cos y = cos0 + cos j 9(I -cos0) 
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ili, definilivno. 

cosY“Gos J 4 > + cos0sin*9. (л. 1-5) 

1.16. Pomnolimo zadatu jeđnaCinu skalamo vekiorom B. Dobijamo: 

АВ4ХВ. 

jer je mctoviii proizvod (ВхХ) B jcdnak nuli. poSto vekior B ulazi u njcga 
dvaput. Daklc: 


X • B = -— (A • B). 


(*. 1.6) 


Pomnožimo sad zadatu jcdrurfinu vcktorski vtktorom B i razvijmo dvostruki 
vckiorski proizvod (ВхХ)хВ prcma formuli (1.40): 

АхВ 1 (ВхХ)хВ-ХХхВ. 

АхВ + Х*-В(ХВ,-ХХхВ (/f. 1.7) 

Iz same zadaic jednaćinc za vekiorski proizvod X х B nalaznno: 

• * Х-В-А-ХХ 

(uz pnroenu zakona alicrnacije), dok sUlarm proizvod ia dva vektora mofcmo 
izrmzili pomoću (R. 1.6). Daklr. 

А жВ + ХВ’-1(А.В)В-Х(А-ХХ). 

ili definitivno: 

X-— 2l-[a + -BxA + -;(A B)b|. (*. I.8l 

Х* + В г 1 х X* ] 

1.17. (в) Kao lio sc vidi (sfika I.9.), ose 1X3 

X t , 1',, Х'з i lcfc u IstOj ravni. normalnoj 
na A*,-osu. Prema toroc, lcnu kosinusa pravaca je: v 


ili dcfinitivno: 


«11 -I* 

■„- 0 . 

«,»- 0 . 

*Ј| * °. 

ИЗ 

*м-у . 

I 

*:j * ‘2 • 


1 

Кз 

«JI-°. 

*jj “ “ ~2 • 

«»-T 



tako da se na osnovu relacijC (1.14) mole od- / 
mah pisati: 

А\-* и Л % +x„Aj4 * U A >~ I -2-rO O + a- 1 -2, s > *•’ 

l'J 1 | 

Л 1“**1 Л, + «јјЛј + *јјА,- 0-2+ — -0 + y- I -у . 

I /3 кз 

+ ° + -Ј • 1 ' 2 *' 

Dakk u novom koordinainom sistcmu vcktor A ima koordioatc 
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ofevidno: 


kosiousa pravaca 

pri rotaciji 

oko X,-*nc гл isti 

ugao b 


1 

*.ј-п. 

Л 

• 

t 

1 

*D - 2 » 

*„-o. 

~! 

• \ 

9 

*J. " п. 

*„ - o. 

*jj“ 

ТЧ 
• * 
4 


pa se, radcći kao u prcihodnom siučaju, rulazi da vcktor A ima koorduuic 

№. -u)- 

1.18. (n) Vczc i/mcdu kosiouu pravaca sc mogu, prema aduoj đciermioann, 
lormulisaii na sledeći naćm. Ako »e ćbnovi bilo koje kolone dignu ne kvad- 
rut i proi/vodi sabcru. rczultat je jednak jedinici. Ako se, ptk. CUoovi jedne 
kolonc pomnolc odgovarajućim Clanovima neke druge kolonc i prorzvodi saberu, 
dobija se кло rczultai nula. Gcomeirijska interpretacija ovih pravila je jedoo 
stavna ako sc zapuzi da su Clanovi pojedinih kolona komponentc odgovarajućth 
icdmićmli vektora ncprimnvruig sisiema i/ralene u primovanora koordmatnom 
sistemu. Slićno lomc sc viste ove detcrminantc mogu dovesii u vezu u kom- 
poncniama jcdinićmh vcktoru primovanog sistema. 

(/»> Vrednosl ove dcterminantc jednaka jc jedinici. Naime, prcma gore 
icćcnum, molcmo je shvatiii kao meSoviti proi2vod jedimčnih vektora 
(ih ei, e,. c i), koji su u/ajarano oriogonalni i ćine dcsni trijedar. 

(c) Ova osohma posmairanc detcrminante se može lako dokazati, ako se 
u/me u ob/ir du jc »i-%. Uočimo jedan efcment ove determinaoie. npr. 
%, , , i obruzujmo njcgov kofaktor 


А гг т *11 ®л 




- («’, . t : ) («i • «,)-(•! • «,) («i «J 

- «ii(ci •«,)«, -(«i • «,) «j - 

• r » • ( ~ *J x r 'l “ 

-(cj>. e’J ej-ei •«,-«„. 


(Л 1.9) 


S\c koriičene transformacije se zasnrvaju na formuli (1.40), osobmama me- 
ioviiog proizvod.i (137) i rdacijama t', > c /•*«,>«»• Dokaz idc analogo i /а 
ostalc kofaktorc /adaie deierminanie. 

1.19. Trcba pokazati da vaii 

(A' х B ), - в, , (A B), + (A х B), + a„ (A х B), 
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(i joi dve analoge rdacije), tj. da se komponcnte vektora A х B /aista trans- 
formiiu po zakonu (1.14). karaktcrisličnom za vcktorc. Pođimo od lcve strane, 
uzimajoći u obzir da se komponcnle vrktora A i B iransformiSu po pomcou- 
tom zakonu: 

(A' * B'), -Лј Лј- Ау Bi - 

- (*j, 4, + А г + (a„ B x + *„ В г + a„ BJ - 

— (а,, A t +а и И, + A J («„ B , + «„ В г + *„ Bj- 

Nakon množenja član po čian i grupiunja anulogih Članova. dobija se: 

(A' х B*), »(«и« ц - «« *,») (Л, В г - А г В г ) + 

+ (*JJ *Л “ *Ј. «Jj) ( А * B 1~ A I B 0 + 

+ (*Ј, *јј - “|| *js) М, В 1 - А г B i)- 

Može se zapaziti da su iznui koji sadrže kosinuse pravaca upravo kofaktori 
elcmenata «„, «.,, «„ determinante iz prethodnog zadatka, i na osnovu ге- 
zoltau pod (f) su im jednaki. S drugc stranc. urazi koji »adrže komponcnie 
vektora A i B ni upravo komponenic vektorskog proizvoda, lako da sc gornjn 
relacija možc prepisati kao: 

(A* х B\ - «, , (A х B), + «„ (A х B), + «„ (A х B),; 

dokaz ide potpuno analogo i ni osiale dve komponcnte. Ovim je doka/ano da 
»е A х B zaista ponala kao vtktor pri roiociji koordmainog sisteraa. 

1.20. Neka iražcni jcdiničoi vektor ima komponemc (e,, а г , a t ) u sisiemu 
OX,X t X t . Iz geomcinjskih odnosa jc očevidno da će on imati iste kompo- 
ncnic i u sistemu OX\x\X\, tuko da dolazimo do uslova; 

e',-e l# a%mđ t . 

Na osnovu obrasca (1.14) i zadanih vrednosti kosinuva pravaca. ov. uslovi se 
svode na: 


“ 2 e ' + T e,i T в, *‘ л,, 


0 • fl, — у в; + ~2 a l - °*\ 

Nakon sređivanja se dobija sledcći homogem sistem od tri hncarne jednačine 
po komponentima a,, а г . в,: 


(f- ')“, + т в * + т 4 ‘“ 0. 


"Т* 1 — у*» + Т в ** °' 

-^“* + ( L 2 3_ l)**.- 0 


■Oi С«К»< toorijtU fvnkr 
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NjcROva dcicrminania jednaka je nuli (provcriti!), uko <U и«с m ima netrivi- 
, a |na rcicnja. Dcleći drugu i trcću jcdnafiinu pamjcg sulema и a„ n alazi m o 


— — li 


*-/3-2. 


4to znaCi da jc traženi vdctor ovc roiacijc 

fl J 

Ncodredcnu konstantu a, ireba odrediti taio da a bude jcdimćni vcktor. 

|«|-±e,>/2l(/3-2) , -l; 

га o, sc dobijaju dvu rcknja iitc apsolutne vrednosti i nuiićitog гплкл. Prcma 
zudaiku. vcktor a trcba da je orijcntisan tako da se rotacija oko njcga vrti u 
po/iuvnom smcru. To /naći da vektori •,. t', i a moraju та svako i- 1, 2, 3 
obru/ovttti dcsni trijcdar. Za i-l, na primcr, nalanmo 


/ 'v /5 КЗ I I , 

(•,x*,).tt=e, ~2 T ~4 ш ~2 a *’ 

I ^3-2 I 

I ovaj incSovm proizvod mora biti pozitivan (desni tnjcdar), tako da za e, 
trcba u/eti po/itivno rcdcnjc. Dakle: 

«,-(2-/3)«, + ., 

>/г + ( 2 — /з) 1 

1.21. Iikoristimo relaciju (Л 1.4) iz zadatka 1.15, uzimajući u ob/ir da je 
jcdmićni vcktor ei dobijen iz c, roiacijom oko vcktora a. Dakle, poilo je a 
jedmiCni vektor, 

•', = г,со* 0+ (■•*,) a(l - cos 0) + (a х •,) sin 0. 

Ova vcktorska jednaćina ckvivalcmna je trima skalarmm. od kojth nam je 
duvoljna jedna (bilo којл) za odredivanjc ugla rotacijc 0. Projektujmo, stoga, 
gornju jcdnućinu na A^-osu (tj. pomnožimo jc skalarno sa e,). Tako nalazimo: 

(•i -•,)-(•, ••i) c °v« + (a «,) а ( | -со«в) + (ахг,) * 1 sinB. 

Poslcdnji ćlan jcdnak jc nuli. a za prcostala tri imamo: 


Odnvdc jc: 


т =см0 %Л/г (, ' см '* 


COSU- 


4)^3 - I 


Ćintc jc ugao roiucijc određcn. 
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1.22. Kao tio jc o zadaiku 1.20. obraziožcno, trcba naći vcktor a 2 -, o s ), 

koji se pri pomcnutoj rotaciji nc menja, ij. za koji'u skladu sa (1.14) važi 


«ii fl , + «,» fl J + e i» fl J- fl » 

*« e i + e « fl J + e Jj fl » = °j. 
e ll fl l + e jl fl 2 + a » fl S- fl »" 

Nakon srcdivanja, dobija sc sledcći hi migcm sistcm: 

< e .l“ 1 > fl .+ e iJ fl j + e i> fl J- 0 * 

■««,+(»«’ •)«? + *:, в|-п. (Л 1.10) 

e j, fl ,+ e « fl J+< e JJ- , ) fl »-° 

MoZc sc pokazati, na ovnovu rezuhaia zadatka 1.18, da jc dctciminantn ovog 
sistcma: 


II -• 

«,l 

«,J 


■»-• 

«» 

«». 

«» 

■„- 1 


uvck jcdnaka nuli, tako da «n . ima nctrivijalna rrtcnja Du bismo vc u ovo 
uverdi, razvijmo dctcrminanlu Д в po elcmcntima prvc kolonc i srcdimo: 

д* -(«»■ - 1)К«» - 0<«» -*)-•« ■«!-■« 1“,! <“» ^ o - + 

+ «jil e u «»-■,»(»»- Ol- 

-<*n- I) («»«»-«» e » -»:»-“» * >)“ 

- *»i (»u e *j - •» “jj “ «») + 

+ «j, (■, j ■»”■,» ■» + ■,»)• 

Uoćimo da se ćlanovi koji sadrŽe proizvodc dvaju kosinusa pravaca pojavljuju 
u kombinacijama koje predstavljaju kofukiorc pojcdinih elcmcnaia dctcrmmjnte Д 
iZ zadatka l.|8, tako da prema osobini (c) tog /adutka moiemo daljc pisati: 

Д* - («,, - 1) (■„ - + I) + «„ (■» + «„) + «,, («„ + «,») - 

- «и -»,i«a“ «ii «» + «i,- «,. + «м * ■» - • +«« + «J, «» + 

+■»+ «,i «j, = « j, «,.• - «, , «» +»,>*»-«,« «» + «» + «»; 

tri ćtani sa kvadraiimu kosinusa pravaca daju jcdimcu, prcma (1.9), tako da 
sc i/vcstan broj ćlanova poiire. Prva dva preostala člana daju -a„ (kofaktor 
ovog ćlana sa suprotnim znakom), a slićno trcći i čctvrti daju luko da 

se dobija Д*-0. ito jc i trchalo pokazaii. 

Polto, dakk. sistcm (/?. 1. 10) irna uvck netr,vija!na reseiga. možcmo 

u/eti bilo kojc dv« jednačinc, podchti sa л, i rciiii po - i — . Cco dalji 

fl, a t 

postupuk jc isti kao u zadatku 1.20, pa sc osuvlja čitaocu га samostalnu 
vcžbu da nade dcfinitivan izraz za a. 

,s* 
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1.23. Sva tri jcdinična vcktora koordinatnih osa obrnu je oko A za ugao 
0-*-, pa na osoovu rdacije (/?. 1.4) iz zadatka 1.15. imamo: 

(A t,)A ^ Ах«, 

A* Л 

РоШо je vcktor Л-(1, I. -I), imaćeroo га /-1.2, 3 ekspjicnno: 

+ J , 3) t i +e * ~d 

Odavde ve ncposredno ćiiaju kosinusi pravaca e^-*. • V 

1.24. Ncku jc A proizvoljan vektor. čije »u komponcnic A„ A, i A, rcvpek- 
ii vno u /adunu in koordmama sislema. Po uslov.ma zadatka molemo pisah: 

.4/ - a (/ Aj, .4* -9„ A,, 

lako du ncposrcdno dobijamo: 

odaklc sc, uporcđivanjcm sa iclacijom A k -у k ,A, mofe pr\>čnaii: 

Tu“P*»*n- 

Proverimo sad vaienje zadanc rdacije, imajući u vidu da n kocficijenlc « i P 
rclacijc (1.9) sigurno va/e. Daklc: 

Г* V' - Р,- Pu e - - fc- " 

itu jc ircbalo poka/ati. 

1.25. (fl) Obrazujmo mciovili proizvod vrktora A ', B"‘ i C' 1 , konsicći ге- 
luciju (1.40) za uproićavanjc: 

IA ». B '. C-'l-tA"* хВ-^ С" 1 - 

1 (B х C) х (C ж A)| • ( A х B) _ 

(A, B. q* 


f[(C х A) -B| C l(CxA)-qB)-(Ax 
(А, B, Q» 

[(C xA)B|[(A xB)C] = I • 

IA. b'. Q» (A. B. Č] 
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Oba mrviMii proizvoda su istog znaka (duklc. oba irijcdra istc orijcntocijc) i 
numcnčki su uzajamoo rccipročna. čime jc dokazano ivrdcnjc ovog dda 

zadatka. 

(5) Formirajmo, na ovnovu dcfinicijc, vektor rccipročan vcktoru A" 1 : 

<А " г, - , ^ в-Гс-1 ЧА ' в ' cie ^c-')- 


[A. B. C] 


(СхА)х(АхВ) 


[A, B. Cf 

A [(C х A) • B] - B[(C х A) • A] A 
[A. B. C] 

i analogo za i (C -1 )" 1 , čimc je doka/ano tvrdenje ovog dcla zadatka. 

(c) Uočiroo najprc da za skalarne proizvode vcktora dvaju uzujamno 
recipročmh injcdara vaie rdacijc: 

AA-'-l, A-B-'-O. A-C-'-O, 

B-A-'-O, BB-'-l, B-C-'-O, 

C-A-'-O, CB"'-0, CC-'-l. 

Ako proizvoljan vekior Q prikuicmo u obliku 

Q-X,A + X,B | X,C. 

lio je sigumo uvek moguće, jer A. B i C nisu komplanarni, pa lu rdnciju 
pomncdimo redom u A*', B"' i C » uzimajući u obur gornje jcdnačmc za 
skalarnc proizvodc, ncposrcdno dobijamo: 

X,-Q A ». X,-Q B '. X,-Q C-', 

čime je dokazana prva od navedemh Oibb$4>vih rdacija. Slično se, stav|janje» 

Q-p l A l + p 1 B , + p,C-' 

moic doka/Jti i druga. 

1.24. Zapazimo da sc simbol Lcvi-Civita mo/c prikazati u obliku mciovilog 
proizvoda, odnosno detcrmmanic: 


*11 

«.* 

«,* 


“/* 

e ,J 

®*l 

“** 

«*i 


ako su *i, ei i е’» tri uzajamno ortogonalna jcdmična vektora koji činc dcsni 
injcdar, a сц, njibovc komponcntc (kosmusi pravaca). Picma tomc. proizvod 
dva takva simhola sc mo/c prikazati kao: 


I 



*.* 

*,* 





«/* 

B /i 

*,* 


“•* 

e *l 

“** 

»*i 

“l» 

“«1 

“o 
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dnigd detcrmioania je oapiaana u iran&pooovaoom obliku,. ito nc uli& па 
njcnu numcričku vrcdnosl. Izmnožimo li ovc dcicnninanic po pravilu za mno- 
žcnje dcierminanaia (ovo pravilo jc istovetno sa pravilom matričnog пшо&цја. 
datim u Glavi 5. ovc knjigc) i lakorisiiroo rdacije (1.9) za kosinuse prmvaca, 
moči čcmo pisaii: 

K *«. 

€fj Ijg," t„ . №MI) 

*41 *4. 

Ova jcdnakost ćc biii polazna tačka za dokazivnnjc svih triju zadatih rciacija. 

(o) .Siavimo /-I i uzmimo u obzir da jc S u -3 n + + 8 U - 3 0*jcdna- 

čavunjc dvaju indeksa nnpliciru primcnu sumacionc konvcncijc). Tako dola- 

zimu do: 

з »i- K 

K */- K “ 3 8 M &„ + S y 3,- - 

K K K 

Iskoristimo li očcvidnu osobinu Kronecker-ove dclie, KK-lj- "“»k -0 
pisati: 

*(/* c i M “ 3 K 8^ + 8». 3/. + 3*. 8* - 

■ *4.8 i --3 8 > ,8 4e -8 >1 8 4- »8 /e 8 u -S # »8 1 — 

iio jc ircbulo doka/aii. 

(b) Slavimo sad u (R 1.11) t-l i m-y, nakon čega se dobija: 

3 8 f/ K 

'ii- “ *«/ 3 8 M -28..; 

** 8 M 8.. 

ruzvijanjc ove dcicrmmanle i i\jcno sredivanje su izoiiavljcni, poiio se ито 
u nc/nainim dctaljima га /Jikuju od onog u prcthodnoin ddu zadatka. 

(c) Naj/ad, i/jcdnaćimo li »va tri todcksa drugog simbola sa iodcksima 
prvog, dobijamo na iiti naćin kao gorc, trožeoi rc/ultal. Njcgovo izvodcnjc 
sc oiiuvlja čitaocu гл samosialnu vcžbu 

Tukođc sc za samosialnu vcžbu prcponičujc izvesii formulu (140). na 
osnovu (1.33) i ovdc izvcdcnih rdacga medu simbolima Levi-Civiia. 
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2. VfcJtTORSKA ANaLIZA 


2.1. Označiroo li. radi konciznosti, iražcnc inlcgruk sa I, i J, rcspektivno 
(prvi je skalar, a drugi dva su vcktori) i uzmerao u obzir da je dl~dx,t t + 
,Л,е, + dx,e„ imaćcmo: 

/, - /4, dx % + 4, dx t + 4, dx t - 

“ /(*?- x i) Л 1 + ( X J“ x ») dx * + ( x »- x «) Л » - 

-/ [(o* cos J v -flsinfX-e*i“9^9) + ( fl>s ' n, 9 - b?)(acoi?d?) + 

c*; 

J* “ /М • *. + A » ' *г + A > •»> * < л . «. + *1 ** + Л « e »> * 

- /1(4, dx % - 4, dxj e, + (4, Лс, - 4, •, + (X, Л, - 4, rfjr ( ) *J - 

- *, /[(X l- x>) /X, - (Xj - х.) dx 2 ] + e, /1(хЈ- х.) г/х, - (x| - х,) Јх,] + 

+ e »/l( x f- х «) “( х *“ Х ») Л . 1 ; 

zamenimo li i ovde x t . х, i х, kao i njihovc difcrencijale prema zadanoj jcd- 
nać.ni krivc i izvriimo imcgraciju u daura gran.cama, naluzimo: 

ЈЈ-тг^в^ + в^-гп^је^-ио/Цв-гтг/.) e, + 2 тс o/* e 4 . 

Najzud, тл trcci inicgral istim postupkom nulazimo: 


J»-/M.«i+4« fl * + 4, 



- /l( x i - x »)*> + ( x ?- x ») e > +( x i~ x *) c J ^ x !+ rfx ! ♦ dx > - 


- о , е, + (а + 2п6)е,+ 
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2.2. VeliĆina clenienla povtSine sc. ptema opitoj formoli iz analize. izražava 


kao dS = yJ 1 +(^)Ч(^)' Л.Л,. Uko da za sferu i 


imamo: 


JS = 


a dx t dx, 


S druitc sirane. jcdinični v«klor normalc na sferu je t*ko 

da vc za usmereni elcmcni povriine dobija: 

.. *,* 1 +x I e, + /« a -*}-xž«« a- 
— 1 '• 

pronienljivu х. je eliminisana u skladu sa jednačinom sfere i uslovom z,>0, 
jcr se л, i х, pojavljuju kao micgracione promenljive. Sioga prvi od zadanih 
niicgiala posiaje: 

J,.j AJS. 
s 

» / Ixj^fl J - л j хј e, + х, ^-хЈ^Сј+х.х^Ј. 


х, е.+х^ + ^-хЈ-хје, 


Јх, dx t - /Зх, ХјЛг.Л:, 


ovdc je Д" projekcija dcla povriine po kojoj se iniegracija vrti na ravan рп> 
menljivih iniegracija. Ij. krug poluprečnika a sa ccnlrom u koordinaiaom po- 
ćelku u х, Ох, — fttvni. Predjemo li u polamc koordinale. imačemo: 


- J« 


J x - 3 / / p 1 simpcos^ p</pr/f -3 / p**fp / sinfcos? Jf-O. 

0 0 0 • 

Poslupajući na sličan načm, za drugi inlcgral moŽemo pisali: 

J|— /л у </S- 

х 

- /[х, /о 1 — xf - x*e, + х, ^-хј-хЈе, + х, х, е,Ј х 

У 

х, •, + х,е, + ^гИ-хЈ-хЈе, 

х .. . đx x dx,~ 

jV-x{-xJ 

Јнр-ј-жд-ж,* 


t« 1 *di 4 ix ' љ ' 

Prelaskom u polarne koordinalc može se proverui da i ovaj integral daje kao 
rczuliai nulu. hto lako se moie pokazati da jc J 3 =0. 
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2.3. Prema obrascu (2.22) imaćemn. u ncprimovanom i primovanom koord.- 
natnom sistemu respektivno: 

/dU ĆU dU\ , ..... fdU dU W\ 

gnd£, -fe- avj' (8n,đ0 ’ (-*;• -*■;• •>*,) 

Ako je iransformacija kcjom se iz ncprimovanog prclazi u pnmovam sistcm 

ogledanje koordinata. biće očtvidno ° SU,C ^ ^ 0 " 1 * 

poneme. To znači da pri ogfedanju koordioam komponcnte grad.jcnu mcnjaju 
znak, ito je osobina pravih (polarnih) vektora. 

Slično sc za rotor moie pisati 

/дЛ } дЛ г ЈЛ, дЛ> дЛ; ОЛЛ 
ХЈх, Јх,’ Јх, Јх/Јх, Јд./ 

(ro,A) -l^-^' ЈГГ4*; •<»*; 

-[-(£-$■ -kž-žž)' -ef $]• 

odakle se vidi da će komponcnte rotora menjuti znak pri nglcdanju koordmata 
ukohko komponentc vektora A pr. ovoj iransformacij. ostanu ncproi..cn>cnc. 
Dakk, da bi rotor nckog vcklora bio pravi vcklor, ircba da taj vcklor bude 
aksijaJni (pscudovcklor). 

2.4. U prvom slučaju primci\jujcmo relacijc (2.44) i (2.46), pa dobijamo: 

grad U - grad (Л • r) + grad r - 

-Axrotr + rxrotA + (AV)r + (rV)A + gradr« 

-(A-V)r + e,; 

u poskdnjoi jcdnakosli jc uzrto u obzir da jc roi r - 0. grad r- e, i da jc A kons- 
laman vckior. Nap*limo cksplicitno prvi ćlan dobijenog rczultnta 

(a-v).-(^, -?-+*, т~ +л >т:У х ' *> + *.*' ^* 1 * 0 " 

\ dx, dx, 0X t l 

-Л % *, + -«, t,+- 4 ,«,-A. ( л - 21 ) 

Prema tomc, zadani izraz dcfmiiivno posiajc: 

(,) grad 1/-Л + e,. 

U drugom slučaju primenićemo formule (2.45) i (2.46): 

(b) grad U — r grad (A • r) + (A • r) grad r — 

-rA + (Ar)t„ 

jer je u prvoro delu zadaika pokazano da jc grad(A r)-A. 
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2.5. Radeći kao u preihodnora zadalku naJazirao: - » 

grud U - grad [A • (B х r)J + grad [М • (r х N)] - 

- grad |(A xB).r]* grad [(N х M) -rj - 
» A х B + N х M. 

Gradiieni daic skalarnc funkcije je, dakk, konuantan veklor. Stoga su ckvis- 
kalarnc povrrii ravm, normalne na ovaj konsianian vekior. 

2.6. Poiio je. prcma zadalku, 

9 Jp 

9(дг,. х,, Xj, /)- / . j x t» x »> 01. 

09 

imaocmo« na osoovu obrasca (2.26), 

v 9 --v, — Lv». 

Jp p (?) 

2.7. Formule којс povczuju sfcrnc koordinaie r, д i 9 sa Dcscancsovim X,, 
X j 1 .tj Mi kao iio jc poznato 12 maienuličkc analec. 

.т, -м»п0 COS9. х,— rsin frsinf , x,-r cosft 

(v 1 obrusce (3.16) u Glavi 3.). Odavde Uko nala/imo i obrnuie reJacije: 

r-f }TxJ+x], 0-агсц— 1 

pa pnmenom fonnulc (2.22) nepusrcdno dobijamo: 


Д'| > x & 


х. t, + х, e, 




fx} + P 3 жЈ + јгЈ + ж* *i + *\ + *l " 


(Л.2.2) 


*1- 


-*!*,+*, «1 


Tf + x: 


2.8. Pr\a ud navcdcnih rclucija jc doluzana u radaiku 2.4, formula (Л.2.1). 
2.u|r/uno se. stogu, samo na drugoj. Ona je ekvivalenma slcdrfim inma ska- 
lurniin jednuCmama: 


lr*V)al a -X 


дЛ 

дЛ . 

дЛ х 


+ х,— 

+ 1 !. 

' дх 

дх г 

dx, 

дА 

дЛ } 

čA t 

д х 

+ х »т 2 

дх 2 

+х < 

дЛ 

1 

дА. 

+ X- — л 


дх 

дх. 

‘Лх, 


Hrema F.uler-ovoj teoremi o bomogenim funkcijama, svc tri komponenlc vek- 
lora A moraju bui homogenc funkdje prvog slepcna homogenosti. 
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х. podra- 


Napomena: Pod homogennm funkcijo/r. promenljivih x |t x Jt ... _ _ 
zumeva sc funkcija koja ima osobinu da ma га kakvo k vaii: 

F(kx lt kxj kx m )~k'F(x,, х. xj. . 

gde je J konsunta karakiensiiCna гл iu funkciju, i/v. sicpcn (ili rcd) homoge- 
nosti. Za homogene funkcije vaŽi Euler-ova leorema : 

ĆF dF dF rt 

dx, ČXj ČX„ 


2-9. Eksplicitno napisan, zadani vcktorski difercncijalni opcrator sa dutim vek- 
torom A ima oblik: 


Ах V - 


A x Aj Aj 
č č_ ’ č_ 

ČX x ČXj ČXj 


[ л ‘ 77Г А, £) + ‘‘ { А ‘77Г А '7 т) ' ‘‘ (*• к~ А ' Д ) • 

Ovaj se operalor mo?c. oćevidno. primenjivati na skulurne 1 vektorskc funkcije, 
i lo na sledcćc načine: 

( A х V) 1/, (A х V) • B, (A х V) х B. 

Prvi i dmgi i/jaa se mogu ocposredno iransformisati na oblik: 

(A х V) V - A х iV(/) - A х grad (/, 

(A х V) • B - A • (V х B) - A • roi B, 

(lo ćemo simholićki napisan kao: 

A х V-Axgrad, 

(Ax ( V) «rA roi. (Л. 2.3) 

7a treći iznu oalazimo. razvijanjcm irosirukog proizvoda po formuli (1.40). 

(A х V) х B - V (A B*) - A(V • B) 

pri &mu ie u prvom ćlanu dcsne siranc raoralu biti upotrebljcna zvezdi- 
ca, jcr u polaznom izrazu HannHon-ov opcralor dclujc samo na B. Uzmcmo 
U sada u obzir relaciju 

V (A • B*) — A х пн B + (A • V) B, 

iskoriićcnu pri izvodcnju formule (2.46), imaćcmo: 

(A х V) х B - A х roi B + (A • V) B - A div B, 
odnosno simholiCki: 

(A х V) х sA х roi ч- (A • V) — A div. (Л 2.4) 

Daklc, zaista se zadani operaior uvek mo?c svcsti na siambrdne difcrencijalne 
operaiore. 


т 

2.10. Najjcdriosiavnije јс razviti postavijcnc iziaze i prikazatt ih u analaičltom 
obliku. Tako sc u prvom siučaju dobija: ’ i 

(v. prclhodni zadatak), i 





ШХШ- 


dx t дх, 


д д 

X. х. 

дх. дх , 


д д 

Х '*х г X, dx, l 


д д д д д д 

+7Z-+7Z X 'W '**> а ** I 

Da bismo izbegli glomazAe formulc, razmotrićemo samo jednu kompooentu 
poslcdnjcg operatora: 

-[ х £г х, Ш г, А~ ж £У ■ • 
+Х, ^( Х, Д)"*'^( Х, £Ј" 

/ сИ д \ <и 1 д 1 d* 

-('■ x *^ +x> 7^ J" x,x W xJ 7^ +x,x *^- 

dx t dx t д х, д х, dxi \ 6* ( дх, дхЈ 

ćlnnovi u zagradi potiću od prvog i poslcdnjeg člana pretbodnog izraz* u 
njima sc drugo diferenciranjc vrSi po promcnljivoj koja se i»jav|jujc i u ope- 
ratoru prvog difcrcnciranja. Svcdcmo li poslcdnji izraz, nalazimo: 

( . х x, 5 ^- 

Očcvidno jc da sc analogi rezultati dobijaju i za druge dve komponenlc, ćime 
jc prva od zadanih rclacija dokazana. 

Naćioimo na ovom mestu dsc napomenc. (I) Posmatrani operator 
m-r*V pornuožcn sa-i/i prcdsuvlja kvantnomehaniiki operoior (orbaabog) mo- 
menia impu/Sa. (2J Rezultat ш хш - -m upozorava takodc da к pri pnracm 
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simboličkog račuoa mora ispoljiti vdika obazrivosl i zaključke o osobbuuna 
reklorskih proisroda primenjivaii samo na pronrene slućajere. 

Drugi idcniitet navtdco u zadatku se dobija na osnovu izvcdcne rda- 
cijc, razvijanjem čctvorostrukog proizvoda: 

(» х k) • (■ х ■) — [(• ж b) х ■] • ш — 

-[(»•-, b-(b- 
-(»•■)(b.-)-(b. ■)(»•■), 

jcr sc, u poLunom izrazu moic тхт zamcniti sa -ш. 

211. U prva dva izraza oba llamillon-ova opctatora nisu ckvivalentni, jcr sc 
prvi pnmcnjujc na oba vcklora. a drugi samo na B. Stoga ih u »imboltčkom 
račutunju moramo razlikovnti, Jto se moŽe postići označuvajući ih м V, i V* 
rcspcktivno. 

(») Q-[(V,xA)xV,]xB- 

— V, I(V, х Л) • B]- (V, х Л) (Vj • B) - 

- V,[V,-(A xB)]-(V, х A)divB-* 

- V, (B • rot A — A • rot Bj - V, x(AdivB). 

Polazni izraz ic najprc razvijen prcma formuli (140). /»lim jc iskorilćcna 
ouibina (1.37) mdovitog proizvoda i dcfmicija divcrgcncijc. I na kraju jos i 
rclacija (2.49). Dobijeni rezultat sc altcrnativno moie pisati u obliku: 

Q - grad (B* • rot A -A rot B*) — rot (A div B). 

o/načavajući zvczdicom (umesto indeksom 2) da naznaćem opcrator dclujc sa- 
mo na B. Pomoću (2.46, i (2.51) imamo dalje. 

Q - rot A х rot B 4- (rot A V) B - A х rot rot B - (A • V) rot B - 
- rot Adiv B + A х grad div B - 

*- rot A х rot B + (rot A • V) B + A х Д B - (A • V) rot B - rot B div B, (R. 2.5) 
irnajučt u vidu i idcntitet (2.76). 

(b) R - ( v V, х A) х V,] • B - (V, х A) (V 2 х B) — 

= (V, х A) • rot B - V • (A х rot B); 

osobtna mrfovitog proi/voda (1.37) jc iskoriJćcna dvaput i u zadnjcm izrazu 
je izcsiavljcu mdeks uz Hamilton4»v opcrator, jcr jc isključcna mogucnost za- 
bune. Na osnovu (2 49) imamo dcnniiivno: 

R-roiB rotA-A rotroiB. (R. 2.6) 

(c) Ovdc su oba HamiUon-ova opcratora ravnopravna i pnmcnjuju sc na 
obc vcktorske funkcijc, 

S — [V х (V • A)J • B V |(Vx A) >B]-div[(V х A) х B] 
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l/raćunaćeroo najpre iznu čija nam jc divcrgencija potrcbna:. , 

lVx Л)х B.(V* A*)xB + (VxA)xB*- 

“ A* (B • V) ~ V (A* • B) + A (V • B*) — V (A • B") =* 

- (B • V) A ► A div B - grad (A • B) - 

= A div B - A х roi B - B х roi A — (A - V) B; 

u i/4odcnju ovog ге /ultaia iskoriićcna je relacija (2.46.) U/mcroo li sad u ob- 
/ir formulc (2.48) i (2 49), dobićemo: 

5 - div (A div B) - div (A х roi B) - div (B х roi A) - div ((A • V) BJ = 

- div A di v B + A • grad div B — rot B - rot Л t Л • rot roi B - 

— roi A • roi B + B ■ roi rol A -divI(A V)B)- 

- div A div B + A • (grad div B t roi roi B) - B rot roi A - 

- 2 roi A • roi B - div ((A • V) B). (*. 2.7) 

Poslednji člun se moŽc dalje iransformivaii, polazeči od relacija (2.46) i (2.52), 
ito ćc bui učmjeno u /adatku 2.24. 

2.12. У.л vckloic polohiju lačke P mo/eroo ekspliciioo pisati: j 

r . - (*. " a , ) «i + ('* - «*i) «i + (*i - «0 *j - r - | 

r i ^ (*, “ *.) *i + (*» “ *>,) *i + (*, - *i) *, - r - к. 

i.iko da dobijamo: 

Г, *r,-(r-a)x(r-b)-bxr-ixr + i хк. 
г, - r, - r* - (a + b)-r+ab. 
i neposredno nu osnovu dcfinicijc nalazimo: 

V • (r, х r,) - div (b х r) - div (a х г) + div ( х b) - 

- (r • roi b - b • rot r) - (r • roi a - a • rot r) - 

-0. 

V х (r, х r J - rot (b х r) - rot (a х r) i rot (a х b) - 

-(bdivr-rdivb - (b • V) r + (r • V) b] - 

- (a div r - r div a - (a ■ V) r + (r ■ V) а)- 

-2(b-a); j 

pored obrasca (2.52), iskorisćcne su ovde i relacijc divr 3 i (R. 2.1). Dalje 
imumo: 

V (г, • rj - grad r : - grad ((a + b) • r) - 
= 2r-(a + b). 

2J8 


2.13. (o) Imaroo: . . 

dx, дх г - dx t 


(3x; + xa) + (3x5+x?) + 0 '* 4 + xj). 


IČA. дАЛ (дА, *АЛ ( дЛ , дЛЛ 

— (2 х, х, - 2 х, .т Ј е, - 0. 

(6) Na osnovu definicije fluksa vckiorske funkcijc I Oaussove icoicine 
(2.54). iroaroo: 

фш f a- t/S - /divAdK-4/(x;+x*)«/K 


Poiiojex? + xi rasiojanjc laćkc (x„ х, xj od х,-о»с. imegral u pofclednjem 
ихат nije, dakle, miia dmgc nego moment incrcijc tda jcdmičnc gusunc og- 
raničcnog povrii S u odnosu nu х,ч»»и. 

2 . 14 . Napilimo najprc /adanu skalarnu funkciju u podcsnijem obliku: 

<?-(«« Г)» (« r)r»- 

— (u х r) • (<u х r) - (t» • r) r* - 
-|(uxr)x«) r- (u r)r 1 - 

— |r u* — (u • r)J • r — (<a • r)r* — 

- (u I HuitttJ) (х* + xj + x{) - (w, х, + u, X. + •*,)* “ 

-(u, X,-r«*.X, + 4*,Jf,)(x? + X?+xi). 2,81 

Nadjimo sad poirebnc parc.jalne izvode: 

- 2 u, (т? + х, + х?) - 2 (u, X, - u, X; т w, х,) х, - х, (х? + xi + х?), 

д*, 

- 2м, (х? + х5 + х?) - 2 (u, л, ■* и. Tj т w, Xj х, - х, (х? + *1 + ■»»). 

дш. 

^-гиДхЈ+хЈ-гхЗ-гКх.-м. X, т U, X Ј T,-x,(x? + xi+T?). 
du, 

iS- - 2 х, (u? -r + uD - 2 (u, х, + u : X, +u, xj u, - u, (х? t- Xi + v?) - 
dx, 

- 2 X, (u, х, + to, х, + to ,x,). 


(*• 2 . 8 ) 
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. 2 X, (о>? + о>! + «5) - 2 (<-, х, + х, + w, хЈ u, - «, (х? + х, + хЈ) - 

- 2 х, (w, х , + «, х а f «, , 

£5-=2x,(ca?+«5+»5-2K х, + w, x 2 + «, х^ w, - 1 >, (х? + х, + хЈ) - 
дх, 

-2x J Kx 1 +«,* 1 + «,*^- 

TraSeoi parcijalni gradijcmi će »e o&svidno modi napisaii u konciznom ob- 
liku na sledcii naCin: 

?i- 2 ur'- 2 r(ur)-rr J - 2 (rxu)xr-rr , 1 


-2r«o* 2 m(u-r)-fc»r J - 2 r(ci>-r)- 


(Л 2.9) 


-2(i-xr)xi*>-fc»r*-2r(u-r). 

2.15. (o) l/ratunajmo najpre V f , -A i V,, -A. Imamo: 'Сх а \‘ ^ 

V„ •A-V,,*(r 1 ХГ|)-У‘(г, xrJ-r,-roi r,-0. ■ УУТСУ^) 
V f| • A - V f| • (r, х r a ) - V • (r, х r’i) - - r, • roi r, - 0. 


lako da jc: 


V f| (V. •A)-V f| (V fl A)-0. 


(Л 2.10) 


U ovim i/vođcnjima jc korivćena formula /д divcrgcnciju veklorskog proi/vo* 
da (2.49). 

(b) Analogo prcthodnom slutiju, i/računajmo najpre: 

V f , х A = V,, х (r, х r,) - rol (r’ х r,) - 

- - r.divrj * (rj-V)r, - 

- -Зг, + г,- -2r„ 

V r , х A «- V„ х (r, х f |) = roi(r, х r\) « 2 Г,; 

ovdc јс iskoriJćen obra/ac гл roior vekiorskog proi/voda (2.52) kao i rdacija 
(H. 2.1). Sada možemo pisaii: 

V f( х (V r , х A) - V„ х (V f( х A) - V„ х (2 r.) + V fJ х (2 r,) - 

- 2 roi r, + 2 roi r, - 


(Л 2.11) 


(c) Korisltfći gorc nadjenc i/ra/c imaćcmo i: 

V f| • (V„ х A) - V„ • (V,, х A) = V f( • (2 r,) + V„ • (2 r,) - 

-2(divr, + divr,) = 


- 12 . 


(Л. 2.12) 
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llk (a) Pollo jo izraz u srednjjj zagradi proizvod vekiora i skalara, primo- 
nićemo najprc (2.48); 

div(*(b-r)r*l-(k-r)r*diva+a-gr»d [(br)r*J- 
-igrad [(b • r) r*), 

jer jc a. pj zadaiku, konsunian vekior pi jc diva = 0. Primcnimo li sad naj- 
ргс 12.45) za grad jcni proizvoda dva skalara, a zatim (2.46) za gradijcni skalar- 
nog proizvoda i (2.27) za grad.jcm funkcije koja zavisi samo od intcnzitcta 
vekiora položaja. imaćemo: 

div [a (h • r) r*] - a • [r* grad (b • r) + (b • г) grad r“]- 

-a.|r-b + (br)nr-'e,] = 

-(••b)r e + (a r)(b r)nf e ‘ , l (Л 2.13) 

puilo jc grad (b • r) - b. 

(b) Korisicći pjirebnc relacijc iz odcljka 2.5 dobijamo skdeći mz jcd- 
nikoiii: 


roi [a (b • r) r*] - (b • r) r* rol a - a х grad [(b • r) r"] - 

- - • х grad [(b • r) r*| - 

- - • х [r*grad (b • r) + (b-r) grad Г) - 
- -ax[r-b+(br)nr— J r]- 

- -(axb)r•-(axr)(b•r)/lr•' , ; 


( R . 2.14) 


ako se joi uzme u ob/Jr zakon alicrnacijc vckiorskog proizvoda, lako sc nulazi 
krajnji rczuliai u obliku u komc jc navcdcn u /ađuiku. 

2.17. i 2.18. Posiupak je poipuno istoveun sa onim u prclhodnom zadaiku, 
ic se sloga dokazivanjc laćnosii navcdcnih rclacija osiavlja Ćiiaocu za samos- 
lalnu vcibu. 

2.19. Prema uslovu zadatka jc rotA-aA. gdc je a пска skalarna fuukcija. 
Uzmcmo U divcfgcfKriju i roior ove jcdnakosii, dolazimo do: 

div roi A - div (a A) - a div A + A • grad a к.0, 

rolroi A-roi (aA)-aroiA-A xgrada. 

Prva od ovih jednaćiDC daje: 

divA- --A gnda, 
a 

а drugi se. i obzirom па idcniitci (2.76) i vezu izracdu roi Л i A, može da- 
!jc napisali kao: 

grad điv A - Д A - a* A - A х grad a. 

Kombiaujući ovc d\« jcdnaćmc nalazimo: 

grad | — — A gradaj-A A-a 2 A - A х grad a. 
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Pr.mcnjujući na gradijcnt ikalarnog proizvoda (prvi član sieva) Ibnnulu (2.46), 
dobićcmo: 

A х ,ot ( - 1 E-d «) - i 8 n.d . х ro. A + (A • V)( - |g»d «) - Vd » *)* - 

— VA + « J A-Ax grad a. 

Ovo se г!х>8 veze rotA = «A. moie daljc napisaii kno: 

Д A + « 1 A - 2 A * gnd « - l(g"d 1» *) ■ *1 A - <Л ■' V) (*r.d In «). 

Uinujuii ij.ovrcmcno u otoi. d. jri*«d. 8"d *■ P"“ ‘ 2 М »' *“ ‘ 

da * к1о1Т« ,2 goroj.6 rculuu vidi. u iluioj« Ud jo « 1ШО»и П .ПО do- 
bija vc ДАча 1 A-0, (to je i irebalo рокоми. 

2.20. Na oanovu rdacijc (2.36). /• gradijenl f “»** 

u lUimanjcm divcrgcnc.jc ovo, ,гптл. vortoii raftma o (2.48). dob.jamo: 


A/»)-V-(^Pd)- 
_-£y(Vd) + V*V"“ 

Јф d ф 


Дф + Уф 


[4*\W J 


-£ а ** 3 ** 

Sto znaCi da je ispitivana rclacija ispravna. 


(Л. 2.15) 


2.21. Ромирик jc analog onomc ,z prnhodno, - *■» 

furmula služi rclaaja za grad.jent pro.rvoda dva skalara (2. 5). 

V( фф)=-фУф + фУф; 

A ( ^^) = V (ф V4. + 4»V ф)- 

-v.(^v^)+V(4-v^)- 
-v*-v$+^v-(V$)+v4»v^ + ^v(V*)- 
-фДф + фДф + 2^ф-Уф. 
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2.22. (а) U ovom slućaju (slika 2.17.) zadani integrJ ćemo poscbno raćunati 
po omotaču i po gori^j bari: 

/ dS - / dS+ JdS - 
s s, a, 

. J« * • 2 ш 

«, / f ad?dz(cos?c l + nnit ] ) + J J pdpdfti, 

• o ао 

poSto se jcdimćni vektor normalc na omoiaću роШра sa c,*-cos? c, + sin^e,, 
a na gornjoj ba2t jc е л . Iniegral po omouiću jc jednuk nuli, kuko jc lako 
proveriii, a za onaj po ba/i sc nala/i: 

/d/S-a’ne,. 

s 



Sl. 2 . 17 . . . si. 2 . 18 . 


(b) Ako za clcmcnt povriine konusa u/memo infiniiezimalni sekior, oz- 
naćcn na shci 2.18, moći ćemo usmcreni elcment povriine prikazati као: 

rfS-yp ^dU 

pri ćcmu je iz geomeirijskih odnosa koji sc vide na slici, 

p -a(cos9e, + sin^e.) -gt t , 
d I- ad'f ( - sin 9 c, + cos 9 e 2 ), 

uko da će biti: 

dS --^-(acos^e.+asm^e, (jtJ x(-sin9e, +cosc,)a</<p- 


— — (^cos^e, +9sin 9 e 2 ra e,) ud 9. 
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1 


Prema lome: 


лт * 

jd S- j — (9С05?е 1 + 9мП9е Ј + в*^а/9“ д1п *>- 


(c) Za usmereni demem povrfinc možemo uzeti već nedjeoi iznz u za- 
daiku 2.2. U nrfto izmcnjenom obiiku: 




pri ćcmu je S' povrtina «mog posmatranog kmga. Iniegracij* je nijjedn<nuv- 
niju nakon prdaska u polarnc koonlinate: 

• 2m 

-•» } J 

0 • r 

I'odudaranjc vrednosti iniegrala гл sve tri povrii "nategnutc- na zadanu 
konturu nijc slućajna koinc.dciKija. Naime. ]d S avisi samo od kooture (в 

posmatranom slučaju knig u x,Ox r ravm)! Па bumo to dokazali. posma- 
traćcmo kontumi inicgra! 

•'h"« 

gdc je r veklor položaja tafike na konturi u odnosu na proizvoljno odabran pol. 
Dokaz da posmatrani imegra! raista ne zavisi od ubora pola otuvljamo &u- 
ocu /а umoslalnu vcžbu. Transformisiroo ovaj iniegra! u р**вака. U »m 
cilju primcnjujemo posiupak analog onome kod izvodenja jednaćina (2.5У) i 
(2.61). Neka je C proLrvoljan vektor. pa imamo: 

C.J-C. f 4- ГХ4/| -т/ C-( rxr/l)- 

t 2 2 

-1 f (C-r).dl-— - /rot(C r)-dS- 

2 t 

/ (Cdivr-(CV)rldS. 

2 5 

Uzmlmo sad u obzir da jc divr-3 i primenimo relaciju (*. 2.1). Tako na- 
lazimo: 

C-J- JC-d S. 
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odnosno, zbog proavoljnosti vektora C. 

J- f-rxdl- JdS. (/?. 2.1 6) 

z 2 i 

PoSto je posmatrani integral u sva tri slučaja jednak istoro konturnom intcg- 
ralu, jasno je da jcdnakost rezuluta nije slučajna: u smislu Stokcs-ove teorcmc 
JdS imače istu vrcdoosi ma za kakvu povrt "naicgnuiu*' na zaduni krug. 

Napomcnimo joi na kraju da jc idcniuei (/f. 2.16) od inicrcsa u teoriji 
magoctnih momcnata linijskih struja. 

2.23. Podesno je najprc zađam inicgrul pretvoriti u zaprenunski, koristeči opci 
skalarno mnolenjc sa proizvoljmm komtantmm vcktoroin C. Tuko sc dobija: 

C J-C. / (*j х r) х d S - f С-[(е, xr) х JSJ - 

s * 

- f |C X(«, * г)1 ч /S- j di*(C X (e, х <)\dV- 

ж r 

- / l(*j х r) • rot C - C • rot (e, х r)) JV - 
r 

- -C- /rot (t t xr)JV. 
r 

Zbc»g proizvoljoosti vektori C i rchcije (2.52) /а rotor vektonkog proizvoda, 
imaćcmo ddjc: 

J - - / rol(e,xr )dV- 

V 

- - / [ej div r — r div e, - (e t • V) +(r • V)e,)</K- 

r 

--2e,/rfK. 

r 


uzimajući opct u obzir vaicnjc idcnliteta (R. 2.1) i činjenicu da je divr-3. 
Polrcboo je, dmklc, izračuoaii zaprcminu ogramčcnu zadanim povriima (rolaci- 
oni paraboloid i ravan normalna na i\jegovu osu). Prcma pruvilnna za raču- 
nanjc trosirukih intcgrala. imaćemo: 
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gdc je D. domcn ograničen kružnićom u *, Oi,-A»ni, u ccntrom u koordi- 
nainom počciku i polupreemkom ]flpx. Iniegracija je Mjje«ino*iavtiija u pola- 
rnira koordinaiama: 

/i** 2« . > . Л»* / n j\ 

V- J ,t t /-?(*-£)■*«/ 

Tražcni inlcgral, prema, lomc, ima vrednosi: 

J--2«,K--2rp*4 

2-24. Podjimo od rdacij« (2.46) i (2.52). Njrhovim iabiranjem i odiuimanjem 
sc, u г ne/nuian HZmcŠtaj ćtanova. dobija: 


(B • V)A « j {grad (A • B) + rol (A v B) - A х rol B - 
— B х rol A — A divB + B div A), 


(A • V) B - j {giad (A B) - rol (A х B) - A ж roi B - 


(Л. 2.17) 


-B xrot A + AdivB-BdivA}. 

Nu osnovu uslova rolA-0 i divB-O, daiih zadaikom, gomji чпп И nu»gu 
uprosiiii: 

(B V)A-y {grad(A B)+roi(A* B)-AxroiB + div A). 


V A V) B * • {grad (A ■ B) - roi (A х B) - A х roi B - Bd.vA), 
рл sc zadani inicgrali primcnoro Gaus.w»ve icoremc mogu dovcsii na oblik: 

Ј,- / l(B V) A)*</S— /div{(B V)A)dK- 
s r 

--L / div (grad (A • B) - rci (A > B) - A л rol B + B div A) </K— 

2 v 

/ (Д(А • B' - div (A х roi B) + div (B điv A)J dV - 

2 v 

«_L / (Д(АВ) rol A • roiB + A • rot rot B + di v A div B ♦ B grad div А\ЈУ] 
2 г 

u poslcdnjem .ггиги su primenjenc rdcvantnc formule za divergencijc sjožcmh 
игога. Pošio jc, u slučaju koji ra/maua zadaiak, roiA-0 i divB-O, ima- 
ćemo daljc: 
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J," /l(B V)A) JS- 
s 

— L / {Д ( a • В) + A • rol roi B i B graddivA|</K- 
2 r 

— L / (Д (A • B) t A • (grad div B -ДВ) + В (rotroi A + ДА)) JK- 
2 r 


,-L / [Д ( A • B) - A • Д B + B • Д A) dV. (/f. 2.18) 

2 r 

Svc iransformacije su očcvidnc. Na poipuno isii mičin sc transformišc i drugi 
udaii micgraJ. Citaocu se ostavlja da saroostalno pokažc da jc rc/ultat: 

J, - / |(А *V) B) -i/S — 
t 

-i- /(Д(А В)-А ДВ-В ДАЈЈК. (Л.2.19) 

2 r 

2.25. Zapazimo da jc. kao iio je lako dirckmo provcriii. 

grad U t х grad U 7 - rot (у U, grad U, - i- U. grad U t + grad f J . 

gde jc f-f(*,. *,.**,) »eha proirvoljna funkcija. Prcma iomc koristcći 
Stokevovu leorcmu, nalazimo: 

J (grad (/, х grad UJ-d S 

- J rot (у U, grad U 2 -jU, grad U, + grad F ) dS - 

I 

- / (1 (/, grad t/, - i- 1 /. grad (/, + grad к) • J 1 - 

- / Ji- 1/, građ С/, - у grad (I/, (/,) + j U, grad C/ f + grad кЈ г/1- 

- / (С/, gradC/j) • Ј1 + / grad ^--ј(/, 

U radnjoj jcdnaćini jc drugi integral jcdnak nuli (loialm difCTcncijal) a u pr- 
vom možemo siaviti gradt/. dl -dC/„ čimc jc prva od zadamh jcdnakosl. 
dokazana. 
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Druga jcdnakost sc dokazujc primenom Gamv<jve tcorcmc, i u> na 
slcdcći nočin: 

f (U, U 2 grad U t ) • rfS - / di v (U, U t grad £/,) dV - 

Д’ y 

- /d.v (£/,(£/, grad£/,))«/P- 
* 

- / (£/, div (£/, grad £/J + (I/, grad £/J • grad U,)dV~ 

У 

3» 

- / [£/, d.v (£/, grad UJ + £/, (grad £/, • grad Uj\ dV. i 

v .7 

2.26. Prcm.i uilovima aidatka, za vekforiku funkciju A važi rotAeO. Treba 
ispitati divB i rot B. da bi se videlo kakvo je polje defmisano vcklorskom 
lunkcijom B. Imaćcmo: 

div B - div (a х A) — A • rot a - в • rot A - 0, 

rot B-rot (в х A)«adivA-Adiva + (A- V)a-(a V)A- 

-adivA-(a-V)A + 0, 

ito rnači da jc poljc B uilcnoidalno, kao fio je i trcbak. pokazati. 

Du bismo ispitali kakvo jcpoljcB -ахАи slučaju kad je A sokao.- 
dulno poljc (div AaO, rolA fO). posmalrajrao ponovo: 

div B - div (a х A) - A • rot a — a • rot A - -a roCA+0. 

rot B-adivA-(a-V)A- -(a-V)A+0. '• 

Duklc, ako je A solcnoidaloo роЦе В-ахА jc u opitem siučaju sioleno. 


2.27. (e) Nadjimo najpre: 


rolA 


«rx^e f ~0. 


Ovi rezultati pokitzuju da je polje A lujplace-ovo. tako da se mole uvcsti b.k> 
skalarni potenc.jul (A - - grad U). bilo vcktorski (A - rot W uz uslov divW^0, 
клко jc objašnjeno u oddjku 2.8). Lako je proveriti da oba potencijala moraju 
zadovoljavuti jcdnačme jcdnakc matematičke struklurc: 

ДС/-0. Д W — 0 
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Za ojihovo rcšavanje je najpodesnijc preći u sfcrnc koordinsue, o čemu ćc b ili 
viie reči u narednoj Glavi. Uzimajuči dfl je £/ = £/(r), gde jc r** )'д:Ј + д J + 
i koristeći rezultaic zadatka 3.7. roo/cmo naći: 




tf(r)-£+C,. 

г 

pn čcmu konstanla ostajc proizvoljna. a гл C, moramo staviti jcdinicu, da 
bi sc — V£/ poklopio sa datom vcklorskom runkcijom A. Rcšavanjc jcdnačinc 
za vcktorski potencijal W je znatno složcnijc, јсг se nc mo>c prctpostuviti da je 
oo funkcija samo od r. Stoga ćcmo ovaj dctulj ovde i/ouavili. 

Napomcnimo da jc od svih vckiorskih funkcija oMika A -— slučaj »i - 3, 

koji smo ovdc razmatraii, izuzctan zbog toga ito samo on odgovara 
LapIace4>vom polju. Za svako drugo л sc dobija rotA^O i divA + O, što 
znači da su polja koja ovomc odgovaraju potcncijalnu, i skalarni potcncijnl im 
se možr odredili ir formuJe (2.97), dok vektorski potcncijal uopšte nc postoji. 
Mcdulim. slučaj л-3 je od posebnog intcrcsa kod Couk>mlvovih i gravituci- 
onih polja, što je bio razlog da njcga odabcrcmo za unalizu. Vcktorski potcn- 
cijali ovih polja nisu od intercsa i obično se i nc rozmatraju. 

(6) U ovom slučaju je: 

div A— div di v (a х г) + (a х г) • grad (“-J- 

- — (r - rot a - a rot г) - (a х r) . — - 


rot A-rot ^ * --- J — j rot (a х r) - (a х г) х grud j “ 

- J-[adivr-rdiva-(a V)r + (r.V)a) + -i (ахг) х — - 
r> r 4 r 

2a 3 (в х r) х r 

г* r* 

o. 

Prcma tomc, ovo poljc je čisto solcncudalno, tc postoji vcktorski potcncijul W, 
Ukav da je rot W - A-— ^ . Lako je direkinom zamcnom proveriti da je 


W 4 grad ф. 

r 


(R. 2.20) 


gdc je ф bik> kakva skularna funkcija. 
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ueinuno i ovdc jcdnu napomcnu. Njden. vckiorrid 
Ijava uslov divW-0 samo za ncku odredcnu funkc.ju ф. S.«em *dnać,r»a 


div W-0. 


... * хг 
rotW«-^— . 


dcfmilc CiMo »lenoidiilno polje. kojc bi к moglo odccdili pomodu fonnulc 

' * I C/c«r'\ »-«' ■ > Г ■ ■ «(■«) 1 

• W(r) ~i;/(~) x (^o: 2 [ 7 * ,• \ 

G 

Inicgmcija j« mraelna. Mi » principu Jcdoo.ta.no. lc ic o.l.vlj. o araoiUlnu 
vc?bu. Rczultat je sadr žan u (Л. 210), гл posebno ф. 


2.28. (i o ) 


div A-div(uxr)-r*rol«-«*rot г-0. 


rot A »rot (w х r) = wdiwr — rdiv V)r + (r • V)«~ 


- 2 ц 

poljc jc čisio voknoidaloo. tc ima vcktorsk. po№i^A- , w W. 

Luo IAI rasic sa | r | -oo, nisu ispunjem uslovi »2 oddjU 2.8. . oc mogu 
£ pr.mcn.li tamo nusedcnc formulc To nar.vno, oc mać, da vcktonki po* 
tcncijal nc poMoji. Po<to i on leži bcskonaćnost, po modulu kad г.-~. po- 
kušaćenio da ga nađcmo u obiiku: 

W - /(f) (A х r) + grad ф; (Л. 2.21) 

poslcdnji ćlun jc unalog onome u (*. 2.20). Imamo 

rot W - rol l/(0(A Ж r)l -/(') Г01 (A х r) - (A х r) х građ/ (r) - 

-/(r)(Adivr-rd |V A h(r- V) A-(A-V)fl -f'{r) - - 


-/(') <3 A 4- A-A) -/'(') 


(A х r) х r 


-3/(0 A-^(Axr)xr. 


<* 2.22) 


Pošto mora biii rotW-A. možcmo uzeti. na pnmcr. /(г)-у («° * 

nostavniji, mada nc i jcdin, ubor, 5to je shv.tljivo jcr W пџс jedooznatoo 
odrcden); tako dobijamo: 

W-yAxr = y(«xr)xr. 

ib) d i v A -- d iv {(«* х r) rj - r di v (м х r) + (« х r) • grad r = 


-(са^г)у-О; 
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l 


i 


roi A = roi l(<a х г) rj = г roi (са х r) - (ca х r) х grad r = 

. r 3 Јг 1 - r(c*) х r) tA . 

-2ur-(u*r)x — * 0. 

г г 

i ovo poljc, je dakk, ći«o solcooidalno Uz to, ono takodc po modulu lcži 
bcskonaćnosi, kad jr |-* ». Pokulajmo, sioga da njegov vektorski potcncijal 
odrcdimo u obliku (/f. 2.21). U ovom slućaju jc: 

rot W - rot [f (г) ( A х r)] • 

-/(г) (А div r — r div A + (г • V) A — (A • V) r) — /' (r) ^ A ~ 

=/(г) [2 A + (r • V) Al (A х r) х r 

poiio jc: 

(r-V)A=(rV)((uxr)rl- 

= (Jxr)l(rV)rl + rl(rV)(«xr)l- 
-(uxr)f+r(uxr)-2r(wxr)-2 A. 

pri ćemu su iskoiikeoi rcrullati zadatka 2.8. uzimajući u obzir da jc (wxr) 
liocama boroogcna fuokcija vdtiora položaja. Daklc, 

rot W - 4/(r) A -^~(A х r) х r. (R. 2.23) 

e 

• • 

ito ćc biii jcdnako Л ako siavimo /(г)-у (najjcdnosiavnji irbor). Duklc, 

W--* A xr-y((Jxr)xr]r. * 

(c) div A div [(w х r) х cu] - 2 ca 1 , 

rot A - rot [(u х r) х u] = 0; 
polje jc 6sio poiencijaJno i potencija! jc. 

W-*-J <£*•»*• 

Cilaocu sc prcporućujc da ove rezulialc samosulno proveri. 

2.29. Dato vekiorsko poljc je uvck (ma 7a kakve funkcijc ф i ф) solcnoid- 
alno, jcr je: 

div A - div (grad ф * grad i]») = 

= grad ф - rot (grad ф) - grud ф roi (grad ф) - 
-0. 
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rot A = rot (grad ф х grdd ф) — 

= grad ф div (grad ф) - grad ф div (grad ф) — 

- (grad ф • V) grad ф + (grad ф • V) grad ф +0. 

Iz samog oblika zadaoc veklonAe funkcije se vidi da je njen vektorski po- 

lencijal: 

W - — (ф grad ф - ф grad ф) + grad Q. 

• 2 

gdc je 12 proi/voljna funkcija. Da bi vcktor W bio Ortogonaian oa A. kako 
iražj zadatak, treba uzeti 12-0. 

Da jednaćinc ф(л,, x„ х^-С,, ф(х„ *„ хЈ-С, zaisia odrtduju 
vektorskc linijc, vidi se iz jednosiavnog geomeirijskog rasuđivanja Vektoc V ф 
normalan je na povrt ф-С„ i vlično je Уф norraalan na povri ф-С„ !lo 
/nuCi da Ce njihov vektorvki proizvod biii kolinearan %л tangeniotn linije 
du/ kojc sc ic dve povrSi scku. 

2Л0. Premu defioiciji projtornog izvoda (166), treba da uraCunamo »lcdciu 
gtaniCnu vrednoit: 


fdS.Q 


lim ^ 

д V 


j («, Q, Q , + dS, Q, Q, «, + rfS, 0, Q, «0 


- liin 1 
а»-в 


j Q, Q, <>s, 


-c, lim - — 

'av-. ДК 


+ f. lim +e, lira "* ■ " 

лг .• ДК | ак-е ДК 


ј Q, 0,<«, 


jQ,Q,<B, 


jQ,Q,,,.JS j Q,Q,t,-dS I j Q , (?,«, 


e. lim ^ + e, lim ^ 

4K..0 ДК 4Г-0 


lim — +•, lim ±i — — 

дг-о Д K лк— o ДК 


/div(0,0,e,)rfK 


-е. lim — — + е, lim — 

л.-о Дк 


f<4v(Q,Q,h)jr 


/điv(e,o,.,)rfH 


+ е, lim 
лг—о 


u poslcdnjoj jednakosli je primenjena Gauss-ova tcorema Izračunamo li joi 
divcrgencije kojc se pojavljuju, naći ćcmo: 
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Л. GENKRALISANE ItOORUINATE 

3.1. Forraulc prclaza iz Desc*rle» 4 >vih u cilmdričnc koordraatc w dalc rcba- 
јшм (3.11), шко da vckior poloiaja moicn» prcdsiaviii u obliku: 

Odavdc sc. prcma rdacijuma (3.5), neposrcdno nilaai: 


*>r 9 f мп' 9 

dp 

dr 

«»Г ^ pTdTfTprcorf 

do 


dr 

* 

жг 

dZj 


Rclacije navcdcnc u /adatku sc dobijaju direktno. difcrcndranjcm po koordraa'i 9 . 

3.2. Podcsno je пдјргс izraz (B V)B iransformiali pomoću rclacije (2.46). koja 
м A-B dajc 

grad ( J B> ) ~ B х roi B + (B- V) R 

Uzimanjcm rolora ovc jcdnać nc dob jamo 

roi|(B -V)Bl roi [B х roi BJ, (Л 3.1) 

jcr jc roi grad w> 0 , kao iio jc pokazano jcdnaCtnom (2.73). Naduno najpre 
roiB. Prcma (3.39) imamo: 

I д 

rolB- 1 рВ(р)|*.. 

p dp 
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tako da jc: 


B х rot B - B(p) «, х -- r —[pB (p)J e, - Ш?- ^lpB (p)l e p . 

p dp P *>p 

nakon ćcga relacijc (3.39) ponovo daju: 


le definilivoo izlazi: 


rot(B х rol B)-0, 
roi [(B V) B| - 0 . 


ЗЈ. Navedena osobraa rotora date vcktorske funkcije jc dirckina poskdica rcla- 
cija (3.39). Poito je У, - 0 . a У џ i У џ nc zavisc od koordinaic г, imaćcmo: 


lp dp p d 9 j 


3.4. Postupajući isto kao u zadatku 3.1, možcmo na osnovu rdacija (3.16) 
prikazali vckior položaja ша kojc taćke u pcostoru prcko jcdjuićnih vcklora 
Descartcvovog Irijcdta: 

г-д,е, -rsinilcos^e, +rsind лп^е, trcosOe,, 
a zaiim, pomoću formula (3.S), ncposrcdno naći: 


дг sin»c o>y, -t-sioBsinf >, + cosB e, 
d r /iin : » cos* 9 1 sin 2 » sra-' 9 + cos* » 
дг 


• sin » cos 9 e, + sin 0 sra 9 е д + cos 0 


аж 

d» rcosDcosf ,+rcosBsinf c,-rsinBe, 

e * " ГдГ\ " i'TuM’ » a>s J 9 + r* cos J Šu n* 9 + r* sin'a 


- cos » cos 9 e, + cos » sin 9 е,- - sra » e, . 


Дф -МД.»,ЈЛ Т . |+ ГЦ П »С0.9»,_. 
^ i?f| Kr J im'»sin , f +г , мп : »соа , 9 


Difcrcnciranjtm ovih jcdimtnih vckiora po koordinaiama » i 9 п1оЈе “ dirckloo 
proventi važcnje sv.h ic« navcdemh odnosa. U tom cilju je podesno najprc 
izraztti jcdin čne vcktorc Dcsorlcs-ovog Uijcdra pomoću jedimtmh vekiora slcr- 
nib koordioaia. Napiicmo li, na primcr. 


Pi e »+ Tl«.- 


skalarnira rnnofcnjem sa e„ e* i е џ dobijarno: 

e,=e l e r -e r e|-sm»coa9, 
p, - e, • e* - e» • e, - cos » C0S9. 

Y|-V4 -«e’V - 5 in Y. 

odnosno. dcfmilivno: 

e, -sinBcos^e, + cosftcosf е#-ип9е,; 

slično jc za e, i e,. Na osnovn gornjib rczuliau u f„ t» i f, možcmo. daklc, 
sosluvai Scinu: 


J 



•» 

•f 

sin & cos 9 

sin & sin 9 

’ cos& 

C» 

cos&cov? 

cos&sin^ 

-sin» 

Ч 

-sin^ 

со»9 

0 


u kojoj 1>ог1Л)п1л1п1 rcdovi đaju jedmične vekiore ifermh koordin&u preko 
Dcscarievovih, 1 vtrlikalm obrnuio. 

Sad je mogućc Uko proventi navedeoe relacije. Na primcr, 

— - - - (cos 0 cos 9 e, + cos » un 9 e, - sio b ej - 
Č 9 <>? 

- • - cos & sin 9 e, + cos 0 cos 9 e, - 
• cos 0 ( - »in 9 e, + cos 9 e J - 

-cos»e,; ^ } 

— (-ЈШфе, + co,9eJ- -cos9», -un^e,- . 

4)9 д 9 

- - cos 9 (sio 9 cos 9 e r + со» & cos 9 e* -sin^e*)- 

- sin 9(sin » lin 9 e r + cos » sin 9 e» + cos 9 e^ - 
• - -sin»e,-cos»e*. 

i slično та oslalc fictiri. 

3.5. Za rcSavanjc ovog itdatka ja potrcboo naći tnnsformacije obrnute reb- 
cijama (3.16). Nijc leSko provcrili da su one: 


'*?+*1+*5. 


(Л 3 2 ) 


'х +x5 + x5 


9 -arc tg — . 
*1 


Neka jc Ф ncka s kaia m a funkcija. Prema formuiama a parcijalno difercna- 
галје posrcduih funkciju imaćcmo: 

дФ дФ дг ЛФ дФ dj_ 


dx t дг dx, д$ дх х д? дх х 


х.х, 


дг 1'а? + д:*+Јг! db (xi + X2 + X|)Kr> + jrj <>9 xf 7 xl ’ 

ovdc su izvodi — , i — izraicni pomoću (R 3.2). Zamcnimo li, na 
•>x, dx, дх, 

osnovu (3.16), Descaries-ovc koordmaic sfcrnim, dobićcmo daljc: 

дФ . л дФ | <>Ф sin^ ЈФ 

dx. дг r д& rsinft ду 


odaklc Čitamo: 


д . _ д I „ д sin^ д 

sin 9 cos 9 — + — cosOcoso 

dX| дг r db rtinb ду 


(R 3 . 3 ) 


Postupajući na isti način dobijamo i 


д ... d . | „ д C019 ć 

sin » un 9 — + — oos D sm 9 — + 

дх. дг r d'ć rsinft 09 


(R. 3.4) 


д л д 

— cos 

dx, дг 


I . . д 

sin» — . 
r t>J» 


Sto sc tMUvlja čiiaocu da provcri samoslalno. 
Na osoovu ovoga imamo: 


д д . л / . . д l «.• д { oo fc 9 * \ 

— х. -riinOcosolsind sino -♦ cosl>sin9- •+ 1 “ 

dx, dx, \ дг r d» rs,n в <>9 / 

/ д 1 д sin 9 д \ 

- r sin 0 sm 9 [ sin » cos 9 -+ — cosOcos? — -- — — I - 

\ дг r dO r sin & <>9 / 


— (cos*9+ 110*9) 


<>9 «>9 


Ova vcza je od valnosii i u kUsičnoj i u kvanmoj mehanici, рп ra/.mairanju 
momenia impulsa. 


3.6. Ako skalarna funkcija zavisi samo od koordinale r. jcdnaćina (3.44) ncpo- 
srcdno dajc prvi od zadamh oblika Ijplasijana (umcslo percijalnih i/voda mogu 
sc staviti lotalni. jer od oslalih promcnljivih vcličina koja sc difcrcncira nc 
zavisi). Ako taj rc/ulut razvijemo po pravilu za izvod proizvoda, miaćcmo: 

ДФ [r* 1 [ 2 r — + г* 1- л . 

r* </r\ </r / гЧ dr dr' I r dr dr’ 


MoriiUf flllkt 
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„О predsuvlj« -геб od .Irer^ivolh .Ш. »pUv>- ««!*» « 
Drugi oblik sc dobija ovako: 



Ov-jj vc oblik C«»o korisli рп '.^c * f un kctjc” ^ukoli ko ^ оутГ ' » viu ^mo °d r 

StfrS-tt STSL jedJžne). To je I vano narcdn.rn 

zadaikom. 

Koriticdi idcmiKI ЛФ- У~ (г*> ко Ј' «* W Ф ' 

,, p, c ,hod n , »dtuM. molemo М Фшс p.rcjm»c j«da-.oc prep,-., *»: 

(•) ЈИ‘°' 

(b) £<гФ>**ЧсФ)-0. 

E, к °’ 

(.) гф-с.с+с;, Ф-с,*ђ. 

,ф _c^+c,r-. ф-с.^+с.^.*' 

„ »in*r . _ co.tr 

гФ-С.^пкг+С,«**/. Ф-С, f + i f 

cssitr. ’S— ^ 

dopun.sk >h uslova konkrctnog problema. 

3.8. Ako tui.-n. ћ а^ Ф^. J> “^^,^'Ts.ldu 

CTJITT« -Sm. °по° * — l344): 
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Д(НФ)-Ј-АГгЈ А(НФ)1 + — ! -Гат» — (г*Ф)] + 

r* дг[ дг Ј HsinddaL aa v ; J 

+ — ! ^_(г>Ф)-— Л/гиФ+г 4 — W 

r J sin J a д? r 1 дг\ • дгј 

i d / . _ <)Ф\ • i <нф 

sma aa \ дд) sin 1 a 

^•ф.и 5^2Д + 

+н [^-»А(‘' п8 ^) + ^;^] 

/д»Ф 2 аФ\ . дФ ... 

— » I — -+ I + 4 г + 6Ф + 

\ ćr 3 r дг ) дг 

.[ i д i . - аФ\ i а Ј Ф1 

* r l^sioaaa ( s,n аа) + Нв 1 в>а Ј 

Prvi i poslednja dva člana (koji sadržc faktor r s ) pmistavljaju, kako jc Јако 
vidrti, upravo г*ДФ i jcdnaki su nuli po uslovu udatka (Ф jc harinonijska 
funkcija) Daklc: 


Д(г»Ф)-4г~+6Ф 

дг 


Prcma lo 


Д[Д(г Ј Ф)]-Д^4г ^^ + 6Ф ј-4Д [ г ^“) + 6 АФ-4Д^г^— ј . 

јет је Uko videti da јо laplasijan rbira jcdnak zbiru Uplasijana, i Ф jc harmo- 
nijska funkcija. Primenimo li ponovo rclaciju (3.44), moŽemo nadcni urm: 
daljc pisali kao: 


\ čr I г* dr[ дг \ дг J I r s.n» (>:• |dd \ dr /Ј 
I д* f д Ф\ I d / 'дф . д Ј Ф\ 

* rwa ( Г dr ) г Ј дг ( Г дг 1 Г дг 1 ) + 


+±±\^±и>*Л\ + ^**]. 

г drlsind dJ> l sin>» df>J 

’ 1 д / , д ф Ј а, Ф\ 

V^7T + *7h7 + 


+f jM AL^) + _i_M 

1>г[г Ј вш 1» d& \ d»/ r J sin J » «>9 г Ј 

-Г— -i/sin»— )+-i-— ]; 

г : [sin » d& V / sin’» d9 ? | 


! 



uansformacija zadnjcg člana prcihodnog 'итша je oievKlna, ali ima za cilj da 

vcličinu n«i koju dclujc opcraior dovcde u vezu sa Uplasijanom. NcpoMedno 

дг 

sc vidi da m<*žemo dalje pisati: 


odnosno, zbog UJlova ДФ-0, 


r 1 дг \ дг дг I 
dr[r J drl dr ) J r‘ дг \ дг I 


Kazvijanjcm dobijenog izraza po pravilu za izvod proizvoda i vredivanjcm mje 
irfko utvrdili da sc svi Nanovi potiru. Ij. da jc zaista 


Д [Д (r ; Ф)) - 0, 


kao Sto je i ircbnlo pokanii. 


3.9. (o) Navcdcnc rclacije ćc ic moći smairaii kao drfmicija gcnerajisamh 
koordinau u i v ukoliko jakobijan iransformacije mje idcntićki jcdnak nuli. 
On ovdc iznosi: 


дх, дх, 


ди ди 


1 + chucos v -shuunr 


дх. | (chu + cosr)« frnsinf l+chu 


(| +chucosr) a + sh : u sin 1 r _ 

(chw + cosv) 4 

. I +2 chucosr + ch , ucos 2 r + (ch , u- I ) < I -cos : r) 

m — — ■ — 

(chu + cosv) 4 

a\ 

(cli м + cos v)* 

ц poSto nije identički jednak nuli. zaključujcmo da su u i r zaista mogu sma- 
irati gencralisanim koordinatama tafikc u ravni. 

Proanalizirajmo sada koordinatne linijc Nadimo najpre koordinatnc limje 
u-C, . Stavimo li u-C, u defimcionc jedru-čine. dobićcrr.o: 


ushC, 

r, — . 

chC.+cosr 


х, - — 


asin v 


chC, +cosr 


Sto prcdsuvlja jednoparametarsku familiju linija. ćrjc jodnačinc su daic u para- 
mctenkom obliku (sa v kao pirameuom). Eiimiitac jom ovoga dobijumo jcdna- 
činc farailijc koordinaimh linija u slandardnom obliku. U lom cilju iz prvc 
od gomjih jcdnzčma nakzimo: 

cosv-^^-chC, 


a iz drugc: 


sin r - (ch C, + cos r) - sh C, . 


Digncmo li ove dvc jcdncćmc na kvadrat i subcrcmo, dobićcmo: 


(^)’+S 


1 r.l 


Л*С,- I. 


Nakon kvadriranja i uproJćavanja. vodcći računa o idcntitciu ch^z-ih'z*!, 
dobrja se sledcči rczuliat. 




chC, \* . 
fl— r-1 + * 


vhC, 




Ovo prcdsuvlji familiju krugova sa ccntrima na x,-osi. u tačkama sa koordi- 




poluprcčnicimi — . 

|shC,| 


Posiupak je sličan i pri ispiiivanju koordmainih linaja v-C,. Stavimo 
li v-C, u drfimcionc jcdnačinc, dobijamo: 


ashu 

i — - ■ ' 

chu + cosCj 


. *1- 


asinC, 

ch u + cos Cj 


Ridi climinacije koordinatc u. koja igra ulogu paramctra u jcdnačmama dobi- 
jcnc familije krivih, prcpiszćemo gornje jcdnaćine u oNiku: 


■h w - (ch и + coi C,) « — >in C a . 


Dizanjcm na kvadrat i oduzimanjcm drugc jednačtne od prve, nalazimo: 


sinC, 


-c OS C,) , -g.m>C 1 - 


odnosno, nakon dizanja na kvadrat I uproićavanja. 
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То su krugovi sa cenirom па x 2 -osi. u laflo un a 


sa polupre- 


£nicimu - . Lako ie videti da svi oni prolaze kroz laćke (- a, 0) i (o. 0). 

hin С,\ 

Dakk. koordinaine Imijc su dvc 
fumilijc krugova sa poscbnim gcomeirij- 
skim karakierisiikanm. Nekoliko ovih 

linija jc prik;«zano пл slici 3.9. Napo- 

nicnimo uzgrcd, da sc ove koordmaic I 

zovu hipoiarne i od inlcrcsa su u mnogim 

prublemnnu gde sc juvljaju nckonccniriČni J J \ ' T\ \ЛЖ. 

krugovi ili nekoaksijalni cilindri (na 

primcr. u clcklroslalici pri proraćuna- // ^ S 

sanju clckirićnog polja kondcnzaiora 
sasiuvljcnog od dva »ckoaksijalna cilin- 
dra, izmedu kojih je usposiavljcna po- 
znaia razlika potcncijalu; ovukav urcđaj sc 
korisii kao clckirosiaiifiko soćivo гл elek- 
ironskc snopove u izvcsnim urcdajima). 

Nedimo sada meirićku formu. Imaroo: 


-[©■•(гп-кача?* 


odnosno. kuda se naznaćeni parcijalm izvodi nadu i uvrstc u gomju rdaciju, 
pa sc dobijcm izrmz srcdi. dcfmiiivno « dobija: 


(chu + cosr)* 


(Л 3.6) 


PoJio u krujnjcm rczuliaiu ncma ćlana sa pcoizvodom difercocijala Judr, mc- 
irička forma je ćisio kvadratnu »lo znaći da su bipolarnc koordinaic orlogo- 
nalne. 2 a jcdinićne vekiore pomoću obrazaca (3.5) dobijamo: 


(l +chucos>) > ,-«husin vc, 
chu + cos r 


dv s hu sip ve, + (1 + ch u cos ») > 2 

dr chu + cosv 

д¥ 
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odaklc sc možc jol jcdoom dirckino provcriti da su bipolarnc koordinaie zaisia 
onogonainc, ij. da jc >.->, = 0. 

(6) I u ovom drugom slućaju postupak jc idcniićaD preihoduom, i razli- 
kujc se sarao raćunskim dcialjima. Sioga ćcmo navcsti samo glavne rczuliaic. 
ostavljajući čiiaocu za samosialnu vcžbu da provcri pojcdme korake u izraću- 
navanju. Jakobjan u ovom slućaju iznosi: 

J-tr (sh' u cos 1 v+ ch 1 u sin J v) 

uko u i v mogu poslužni za odrcđivanje položajd laćke u ravni, kao njenc 
gcncralisanc koord natc. Za mctrićku formu sc dobija: 

dH-o^sh^ucos 1 v+ch , usm , v)(tЛ/ , + ^Л ,, ), (Л. 3.7) 


a za jedinićne vcktorc koordmainih linija: 

sh u cos v >, + ch i/s in v> , 
/sh* u cos : v + ch' u sin* r 


- ch u sio v #, + sh u cos v >j 
С ' u cos > 7Tch r u im* r 


(ircba zapaziti da je opet >. ->,- 0, ij. i ove koordinatc su oriogimalne, Ito se, 
uostalom. vidi i iz oblika mcirićkc fornic). Siavimo |i и-С,, odnosno r-C 
pa elimmiL-rao drugu koordinaiu, dobijaino jcdnačinc farailija koordinalnih 
Imija; 

_Ј1— +-^ 

o^cMC, o* sh* C, 

Čl- —I; 

o’cos'C, o* sin 1 C, 

prva familija prcdsiavlja dipse, a druga hipcrbole. Nije ie»ko vidcii da su ove 
Imjje kotfokabe, ž.že su u taćkama (о, 0) i (-о. 0). Nckoliko kootdinaimh 

linija je prikazano na slici 3.10. Ovc ko- 

Ш ог^шмс su u liieraiuri poznaie pod nuzi- 

vora rlipiićke koordinaie u ravni. Zapazimo 
da sc uzimanjcm nckih fiksiramh vrcd- 
nosii za u i r dobijaju dve laćke, jcr sc 
elipsa i rtjoj konfokalna hiperboU scku u 
dvcma шСката. Ova ncjcdnoznačnosi obi- 
ćno ne predstavlja idkoću pri radu sa elip- 
tičkim koordinaiama. 


/ \\ 3.10. Mctiićka forma u ovim koordinnlama 

' • 1 \ (Ćije su koordinuinc povrli cilmdri sa iz- 

а з |Л vodmcama pokazamm na slici 3.9. i osaraa 

paraldnim x,-osi, i ravni normalne na ovu 
dobija iz (JL 3.6) dodavanjcm dx, a - dz 2 : 

dr {<hr + dv') + Д 2 . (Л 3.8) 

(chu + cosr) 1 
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PoSto SU ovc koordinatc očcvidno опо Е оПа1ос. za rch«njc »dui. * »o*u 
koribllti obtasci (3.26). (3.30), (3.35) i (3.36). Iz (A 3.8) {.шоо Lan^vc 

kocficijente: 

л.-а,--— 

chu + cosr 

mko da sc direktno d.»bija, uz ncznatno uproićavanje u svakom slućaju: 


chu + cos v / дФ дФ 

grl(11 » + — с.ј +1)г ... 


div A = 


rot A 


a \ди dvj a « 

/chu + cosr«M f ЈЛЛ. ,/*Л chu+cmy ^\ 

V~ "a — d7“d7r- + U ^ **> 


I^sinr+^AnjJv 

(сћи + со*г) Ј /^Ф А *Ф\ *Ф 


Дф . I Ф 


Ciluocu sc ostuvlja dn samostalno proveri ove rczullate. 

Ј.Ц. Mcir.čki forma el.ptičk.h cil.ndričnih koord oan sc mole, м osm.vu 
(Л. 3.7), pisati Lao: 

dt 3 - a 1 (sh* u cos* r + ch : u sin* r) (<*/* + A*) + (Л- 3.9) 
odaklc čitamo Lamć-ovc kocficijentc (kooidinatc «■ cScvidno ortosonaloc) 

h a -h,-a V sh’ u cos* Г +cos 1 u »in 1 r , A,-l. 

tako da na osnovu (3.35) možemo. za bUo koju vekiorsku funkciju 


pisati: 


rot Л - 


K — А ш (u, r. i)t e + A r (u, v. z)e,+>4 f (u, *. *)•. 


+ 7[,>^7. ( Н 


rdc jc: 


У - д* (sh 7 u cos* r + ch J u si r) 




ved ramjc nađeni (v. prethodm zadalak) jakobij-n prelaza iz Dcscartes4»vih u 
ehptičke cHindfičnc koord.nalc, ovde ponovo uveden radi konciznosti. Prcma 
tome, imaćemo: 

S - rot W = rot - *,] * 

V sh 7 u + s.n ? r / 

. « ±(fj «_■ W + j A/.7 - 

^7dz\ sh J u + sin J r/ •/ du \ sh-u+sm 7 .’/ 

_ ± f 1 _ *1 _L _ |9 _ 2 lh M d,M 1 c< . 

" У [2)0 du sh-’u *-sin J r (sh'u + sin 7 r)*J 

[ 1 2д* » hucfau I 2 sh u c h u 1 __ 

L 2 У sh J u + sin 1 r | J (sh^u+sm^v)-’ ] 

I f I a 1 sh u ch u 2 s h u ch u 1 

"Тл / sh J u + sin* r (sh , u + sio J r) , | ' 


Лко u poslcdnjcm izrazu sredimo član u srtdnjoj agradi. zamenjujuči ckspli- 
citno vrednost jakobijana, dobićcmo definit.vno: 

S. • *“*£_.,.s.(..,, v 

f) (A J u + s.n* r)* 

Za nalažcnjr rotrotS izračunajmo. najpre, rot S premn obraKu ( R . 3.10): 

«t S - го. |S, («. -) .,1 - pl (**' •. - •. )• 

i primcnimo zatim jol jednom operaciju nalažcnja rotora. vodcći ručuna da 
u ovom slućaju S , ne zavisi od koordinaie z. Tuko dobijamo: 

rot rot S [fj (roi S)J D^(rot S)j| e, - 

J [ ди dv I 

Naiažcnjc potrebnih drugih iivoda funkcije S f - j/5 (sh * ~ t ^j* ^ 
je ekmentarno mada nefao zametmje, osiavlja se čitaocu za samostalnu veŽbu. 
3.12. Jakobijan prdaza iraa, kako jc Uko provcriu. vrcdnost 

J-uttf + v 3 ), 


265 



5,0 znadi da zadale relac.je zaisui mogu poduSli kao dcf,nk,ja' mnliaaih 
koordinata «, r i ?■ Mctriilu forma .ma oM.k: 

di 1 - dx ■ * + dx t 1 + dx? - (v cos 9 du + u cos ? dt - m и по 9 Jtf + 

+ (у sin <? */u + м sin 9 t/r + uv cos 9 4/9)* + (мЛ - »*)* “ 

-(« Ј +И)(Л*+Л Ј )+- 2 ^^. (A 3JI> 

,, kora sc vidi da su ovc koordmatc zaista ortogonalnc (raetnfla foima Шо 
kvadimna). 2a jcdintfne vektore koordmatnog Injedra nalazimo. na .sii naii 
kao u zadatku 3.9, sJcdeće izrazc: 





na osnovu kojih se možc jo* jednom provcriti da su posnutrane generaiisane 
koordinatc ortogonalne. 

hpiujmo )o5 gcomctrijske karaktcrisiike koord.natnih povrii Suv.moh 
u polaznc jeilnaćine и-С,. pa eliminileroo r 19 (ova dinunncijt jc ** ”*•* ' 
larna, ako vc prvc.dvt jednaćinc dignu na kvadral pa saheru). dob.ćcmo. 


V + x,»--2C;(*,-|ci). <Л312> 

a ako stavimo r-C, i climmifctno u i 9 (postupok pri dimioaciji isu kao u 
prcihodnom slučaju), nalazimo: 



(Л 3.13) 


Obc familije koordina.n.h povrfi w rotacion, paraboloid. sa 

roiacijc: kod prvc od ov.h familija su otvon parabolo.da okrcnut. nzdo»c . 

tcmcna su .miznad х. Oa,-r»vni. « u drugom slufaju jc 

Nujzađ, stavimo li f-C„ pa climinifcroo и . r. dob.ćemo treću famil.ju koor- 

dmatnih povrSi: 

tgC,. (Л 3 14) 
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kpje predstavljaju ravni koje prolazc kroz х л ч»и. SJika 3.11 pokazujc kako ovc 
koordmatne povrii izgtedaju. Kazlog zaito sc ovc koordinatc zovu p.irabo|ičke 
je potpuno jasan. 


3.13. Na osnovu izraza za metričku formu 
(Л J. II) u parabolićkim koordmatuma, na- 
lazimo potreboe Lamć-ove koeficijcncc: 


A.-^-lV+r*. А,-нг, 

tako da se, na osnovu op5te formulc (3.36), 


Д ф 1 _Г±/^ + 

»(■* + т*н\ dul 

, д ( дФ\ д /у 1 + г 1 <)Ф\1 
дЛ *rj+df( и r d*)} 

odnosno nakon srcđivanja: 



S 3.11 


I /d>0 ^ УФ\ I д»Ф l дФ J дФ 

* д* + d 9 > + и(и*+И) ди + r^+r 1 ) dr' 


H* + Г 2 \ 


Na osnovu ovoga mofemo rciiii difcrcncijaJnu jcdnačinu koju traži zadatak: 

I /Ј‘Ф I ЈФ\ „ 


+ r»\ Jv> r Jv I 


(jer Ф zavisi uroo od r). Imaćemo: 


I ЈФ 

dr 2 " ~ r t/r 


J /Јф_ \ _ J_ </ф 

dr\ Л / r dr 

a nakon razdvajanja promcnljiv.h i inlegracije: 

A r 

gde je C, mtcgraciona koostanta. Druga inicgmcija jc elcmcntarna, i krajnji 
rezulut je oblika: 

Ф-СЈвг+С,; 


C. je druga intcgraciona konsunu. 
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3.14. U prcihodnom zadaiku su već koriićeni UmĆ4>v. koefK.jcnii a par&bo- 
lićke koordiuaie. uko da na osnovu (3.26) možerap odmah pisan: 


I ČW t *w 1 šW t 

pu 2 ?? ди в ' + ^ + И ** ' "» д 9 


Лко, daklc, zamenimo *,.*,» X, iiraziiM iz adalka 3.12, zadaru pncijalna 
diierencijalna jcdnaćina će dobili oblik: 


odnosno 




1^ + r* 2 


Primcnimo sud mctod riudvajanjn promcnljivih, ij. prctposmvimo da јв relenje 
svma iriju funkciju od kojih svaka »visi simo od po jcdoe nczav.soo promcn- 
Ijive (kod drugih parcijulnih jednać.na moie bm celish*4lna pretposuvka da je 
reienjc prolztod triju ovakvih funkcija). Tako nalazimo: 

гЈ-Л5И5М*^*Л©1'-* 

Sto se. uz nc/natne transformacijc, moie napisati kao: 

Lcva strana dobijene jcdnaćine je neka funkcija promcnljive *. dok dcsca 
strana zavisi od promenljivih u i r. Gornja jednako* moie. »toga, pouojiu 
vimo ako su obc stranc jcdnakc nekoj konstant. (tzv. konstanta razdnija^Ja). 
Daklc, dobijamo dve jcdnaćine: 


јф_2 

d 9 


'^[(fHfM+'-+-» 

gdc jc konstanta ra/dvajanja. 

Piva od dobijcnih jednačina (Л3.15.) daje neposredno 


(Л 3.15) 


ФСр)-1,ф+ф.. 


(Л.3.16) 


268 


gde je Ф, joi jedna iniegraciona koosianta. dok je drugu potrebno dalje inm- 
sformisaii ovako: 

Uo sc oćevidno može prcpisati kao: 

\JyJ 2 ir* \d,J 2 r* 

Lrva stranu ove jcdnaćmc zavisi samo od promenljive u, a desna samo od 
promcnljive r, tako da možemo uvesti jol jcdnu konsuniu razdvajanja S, i pisali: 

(£M*4 J+ ’-^ 

Kciimo |i ove jednaćine ekvplicitno po izvodima nepoznatih funkcija, zatin 
razdvojimo promenljive i intcgriramo, dobićemo: . 


</<»>- / 


K(r) 




(Л. 3.17) 


gde su (/, i V t jol dve iniegracione konstanie. Dobijcni inicgrali nisu elcmeniurni. J 
RezuJlaii (K 31 6) i (R. 3.17) daju definilivno: I 

и>. r.?)-/ ■“^(2 a -2«)»*+y“ e -2! A + I 

+ / — ^2 2/ — 2? dr+2,9 + 2i. (Л. 3.11И 

gde je £,-(/, + ►'в + Ф, zapravo samo jedna intcgraciona konslanta. Kczultafi 
(M. 3.1 8) zavisi od tri proizvoljnc intcpracionc konstantc (2),, S, i kolikol 
ima i nczavisno promenljivih ij. to je poipuno reienjr zadane parcijnlne difcreo-1 
djalne jcdnaćmc. • ^ 

Napomcnimo na kraju da sc zađaru jcdnaćina pojavljujc u leoriji izv. 1 
Siark-cvog rfekia (uiicaj vpolja&njeg elektrićnog polja na promcne cncrgefskih 1 
m\oa ckkirona u vodonikovom aiomu). I 


3.15. Identitet (2.76) daje: 

AA-wgruddivA roiroiA. 

fto ćeroo iskorisiiti kao polaznu laćku za nati ra/mairanja. 


(Л3.19) 


269 


(о) U sfemim koordinatama rooiemo шеп rclanje (3 14) — p.44). 
dobijamo: 

c, • Д A - *, СШМ1 d*v A) - •, • (rol rot A)-(grad div A), - (rot ro« A), - 

- -- (div A) Г— sin » (rot A),l + — A- [(rot A),] - 

дг rsindldd J rs jn»d9 

-±U » ^л) + 4т 1- 

дг[г’ дг rs»n$d& rnn» 

_-2_[А*.Г.1А мл -±£|| + 

riiB»U» L r дг r d»J) 

+ .J_±P-iA-i.i+*>l; 

riindd9|/sinft d? r дг J 
j'rupisanjcm člaoova koji sadrie A r , A» i А џ dobija se daljr 


+ £?£[т5>4 


L±(±*4 ) — 2 

»dr\r д <?) r*»in б dr «*9 


Analogim postupkom nalazimo daljc: 


kao t: 


.A A .i^ ( rA,) + iAfJ_f(s»n^.)|+^^ + 

r дг 1 r 1 d»Ls4n»d» J rWd д? 

+И± + ±±(Ј-*Љ\ ! 

r> t)» r : Од \sin » »9/ r’sin’&dbdp 

AA '7 £ ( ' • w+ 7‘ Л fco. Ji • <В, ^] + ‘Д5* T? 


2 d/4, 

r ? sm» 


* , . . . : 1 d / I dA.\ 

+ r'sin 1 * d»df (>m * ^d&lsinO dp/ 


(6) Za cUinJrn'nc koordinate ćcmo iskoristiti rezulute (3.37) — (3/40). 
Nukon sređivanja sliČnog onom u pretlrodnom delu ladatka, dobijamo slcdečc 
rezultate: 


i.[iA ( p^)|+i 

др\ ? o? J p- 


I дГА, PA, 2 дА џ 


»9 1 дх г p* »9 
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ц .дА-*Г1^(,аЈ1 + 4^ + гА + 2.^. 

»pIp ip J Г ** P' i? 

, ' ЛА -7М Р J + 7 


(е) Za bipolame cilindrićne koordinatr možcmo koristiti rezultate zadatka 
3.10, |de su izvcdeni oblici gradijenta, divergencije i rotora u ovim koordina- 
шш. Lako je proveriti slcdečc rc/uliaie: 

i РА Џ chu + cos* 1 / . дЛ, °A.\, 

+ + 2- — [shir *+sin v — ]; 

ds 1 e 1 \ dv ди I 


е. ЛА - 


chu + 


+«> 4 » r.- L 
— Г 


u + cosv) 


Ai+*4 

. du 1 dr> 


J-(chu-cosr) Л,ј + 


+ £i -2 ( Sh U + S, П r Al-\ ; 

dr* n : l dr ди ! 

, . да -/ 4 + ££ + £А 2__/*.ifi_d.,iA) 

du* dr 1 dx* chu i cosr \- ди dv J 


čitaocu sc ostavlja za vežbu da nađc odgovarajučc re/ultotc u preostala dvu 
koordinatna sistcraa (elipnčkc cilmdriCne i paraholiCke Loordinalc) samostalno. 
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4. li.N7.ORI КАО OPERATORI 

4.1. Теп71)Г nije iingularan ako mu jc ircć» sUUrna inv*ri>nta, 5,-detT. 
ra2li£iia od nule. 

(a) Ovde je: 

т,-*,. T,-t„ 

pa jc: 

det < 7-t,-(«j x *i)-l. 

*to zn«iči du tcnzor nije singuiiran. Za nalalcnje mvcrznog tenzori. ko), u 
ovoin sJuČaju po^toji, trcba najprc naći vektore rcc.proćnog irijedra koorđi- 
natmh vcktoru (v. /mlatak 1.25. i njegovo rckoje): 

Т; ‘ Л Т7 *' , ' ,, ' v 

Odavdc sc, prema formuli (4.43), nalazi: * * 

7"‘ 

Zapazimo da je. za dali tenzor. f J~ x -0' i dci7 - +1. ?to znaći da je on 
vc rzor. 

(b) U ovoin sluĆaju koordinatm vcktori su: 

T. "2e, -«, + *j, 

T 2“«l “ e J» 

T,-3e,+ 2e, -2«j. 

*"* 2 , 

dei *7 — T, • (T, х T,) = 1 0-1-7, 

3 2-2 

lako da ni ovaj icnzor nije singularan i ima invcrzni tenzor. Nad.mo najpre: 
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X , т ** т > 

1 

«. 


1 dci7 

7 

I 

3 

0 -1 - 
2 -2 

Т.хТ, 

1 

e, 

e, e,| 

т, 1 1 k- 

1 dei7 

7 

3 

» IJ 
1 

• t J 

i 


v .VL T ..i J .idVi. 

љ,сг 7 i o 

Za invcrzni tenzor tako nalazimo. prcma (4.43): 

2l=4±*i) + (^. ^Il,] + {... *±&±3,ј. 

Iskoristirao li jol osobine (4.12) i (4.13) asocijaiivnosti i distributivnosii di- 
jadskog proizvoda. možerao nađcm icnzor prcpisali u ob|,ku (4.14): 

7-.^. ..},{ - , ..} f {. l>,-y, + V, ..}. 

ilo prcdsiavlja iraŽeni rczuliai. 

(e) U ovora slućaju je: 

3 4 5 

dei7-T,.(T I xT J )- 12 2-0. 

9 14 16 

ij. lenzor je nngularan. lako da ne postoji invrrzni tcn/or. 

4.2. Ivkoriuimo osobinu komutalivnosti skalarnog proi/voda i relaciju (4.31), 
pa zadane reUcijc prcp iimo u obliku: 

(fl) A-(7 -B) + (7- A) B-(7* A) B + (7-A) B"l(7*4-7)-AJ B-0. 

(b) А.С7 В) + (7 А) В-[(7Ч7)-А| B-A B. 

(«> <7-А).(7-В)-|7*(7-А)Ј.В-[(7*.7)-А).В; 

u poskdojoj relac ji je uzeio u obzir i pravilo za množenjc tenzora (4.34). Iz 
ovog oblika Uko zaključujcmo da će zadane relacijc važiti ako je 

(«) 7 + J m ~0, 0". 7* 7 (tenzor 7 anllslmetrićan), 

(b) 7 +7*-§, 

(e) 7*-7-g. «j- 7*-7~ l (lenzor uniiaran). 


II 
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4 . 3 . Da bi lcnzor bio iđcmpolcnltn. ucta dn Upunj.v» urlov 0-7 -G. Daklc 

<7 • 7 - (!«. . *,) + С 1 - O) • (('!■•.}+ «т. •>» " 

< T ‘ 'J + < Т ' •■) <•■•*■) + < Т ' *■’ • f 7 ' ' 

- 0 + (T ■ «,) {*, ■ + {T. «,} + (т • •>) <Т. •,) ■ 

-{T.«,> + {I(T.»,)*,+(T»JT1.C,}. 


Dporcdimo li prvc dij.dc .CtaOU 7 I '7 (7 (d^c u konvckvcnlom 

uala/inio da bi jcdnakosl 7 -7 -7 «bi««U da budc T-« a . No. u lom slu- 
Cjju druga dijada lcn/ora 7-7 poiiajc: 

<[(Т •*,)«, + (Т •«,) T], «,) - <l(*,-«, )•> + (•• • •>) *>)• •■) ■ <•» ■ •»’■ 

i pukin'pa « > drufiom dij«dom lcntar. 7 . koj. jc obl.U (T. «,)-{«,. «,}• 
Daklc, ako sc »uvi T-.„ dob,j. sc idcmpoicnun 1спшп 


7 + {*!••»}• 


Njcgovc »kalarne invnrijanic su: 

S, 

S 2 -«, («j x 0) xe i> 

5,-«,(«хв)-0, 

a vcktorvka invarijaniu jc: 

р-еЈхе^е^хсЈ + Ох«,--«,. 

Poiio je 5,-0, nadcni icnror j. „agul.ran i ncm. iavcrmo* icnzora. 

4.4. Prema osobini (4.31). Icv. »Irana tadanc rdacijc « iranrform,.. ovnko: 
(7 • C) • (7* • C) - 1(7*)* • (7 • С)1 • C - 

-|7(7-С)1С-{(7-7)С)С. 

Zudana idacija ć«. očcvidno. važiii ako je (7* C) C -C«. U- ?*-&■ № Р°- 
men.mo da lo /«- znail da mora biii 7-g- Na pr.mcr. 1 емог 

г/-{-«,. «,}+{*!• *јЖ-«1* € Л 

nije jedinični. ali zadovoljava uslov U-U-& ■*> *“> * ,ak ° **** *"■“ 
(4.34). V. i zadaiak 5.21. 


I 


I 


I 
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4-5. Prikažimo icnzor u obliku (4.14) i ivkorisiimo pravila (4.11). Tako izlazi: 

* „ № •Q A){({T / .« f )B)x((T..«J-C] 

А(ВхС) 

{TJej.AM-ITf^ B )xT,(«. C)l _ 

А(ВхС) 

- < e « •A)(« < .B)(«.-C){T t (T / TJ] 

А-(ВхС) 

Mrfoviii proizvod koordinaioih vekiora T 4 -(T,xTJ jcdnuk jc nuli kad god 
su bar dva indcksa k, I. m jedoala mcđusobno ј jcdoak jc ± dct 7 ako su 
•v* iri indcksa različiu. i lo * det 7 «ko ovi čine parnu pcrmutaciju od 
1. 2. 3 a -dct7 ako čme oeparnu. To znači du moJtmo pisaii 


pa zadanj izraz posiijc: 


T* • (T f > T.) - t klm dci 7. 

А к В,С т eu.dc! 7 
А(ВхС) 


gde je isiovrcmcno sUvljcno t k A-A t , i sl ično za druga dva skalarna pro- 
izvoda. Na otnovu (1.33) i (1.27) lako vidimo da jc 


lako da imarao: 


Ча.44С,-Л‘(ВкС) ( 

Л -dct 7- 


Zadani izraz, daklc. nije niita drugo ncgo trcća skalarna invurijania icnzora 7, 
i'sloga ое zavjsi od vekiora A. B i C, vcć samo od posmatranog lenzora. 

4.4. (e) Pnkažcmo li vekior A u obliku A k t k , moći čemo pisuli: 

7,-A-a X A-a* (A 4 « 4 )-(a *t t )A k - 

-(a х t k ) (e 4 Л)-(а xe 4 . ej . A; 

u prdposkdnjoj jednakosii je iskoriSćena relucija A k -A-t k , a u poslcdnjoj jc 
primenjeoa formula (4.11) koja daje osnovnu osobinu djadskog proizvoda. 
Prcma tomc: 

7|-{«x« 4 , ej. (Л4.1) 

Izračunavanjc »Ularnih invarijanli sad nc prcdstavlja leSkoću. Tako, na osnovu 
(4.18) nalazimo da je prva skaiarna invunjania jcdnaka nuli: 

№), "(■ х «*)•«*- 0, 

jcr se u meSovnom proizvodu dvaput ponavlja isii veklor. Druga skalarna 
invarijanu, koju izračuoavamo prcma (4.20), b.će: 
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№), - «,* е. • [(. X е у ) х (• X r A » - 

« • • 

*(■*«;)]•(■ ХО- 
- i- «,* [. I„ - еД. • •,)) • (• * •*)• 

Рп pisanju drugc jednakosii jc izmenjcno mcsio zMkova skalaroog i vckior- 
bkog rnoožcnja u nKiovitom proi/vodu. Iio je d»pusiivo s obzirom na osob.nu 
( 1 . 37 ) dok jc u drugoj jedn.ko*lr rMvijen iruslruki vckiorski proizvod n. 
usnovu (1.40). Uzmcmo li, dalje. u obzir d. jc c ##4 *, y -0 (drugi faktor > i 
liCit od nulc мто kad su mu indeksi jednaki, . prvi je onda upravo jednak 
nuli), moći ćomo pisaii: 

($Ј ( --1с |/Д <а.«,)|. у (.*е д )1- 
-у«и» (■-•,) [•’(•> x *a)t 

necikliCna izmena redoslcda vcktora u mciovitom proizvodu dovda je do pojave 
joS jcdnog ncgativnog prcdznaka. Uzmimo sada u obzir rclaciju «/ *«» -«,*•#. 
navcdcnu u komcoiaru formule (1.32) Glavc I, pa nap.iimo dalje: 

-1-28.Л« e,)(* 0- 

-(••,) (•••,)-«; 

U gornjim relacijama je iskoriićcna formula (6) iz zadatka 1.26. Za. treću 
skalarnu invnnjaniu ćemo imati: 

(S,), - (■ х e.) • ((• х •*) х (• х «,)) - 

-(. х e, ) •{.[(. х ej • «J -•,[(. х ej •■)} - 

-)(•*•, )-.][(.x*i)-eJ-0; 

izraz u srednjoj zagradi polaznog ćlana jc transformisan prema formuli (1.40), 
smairajući pri lom (■>(.) pnvremcno kao jcdan vekior. Veklorska invarijanu 
(4.25) za tcnzor (Л.4.1) b:će. opei prema istoj formuli za transformaciju tro- 
slrukog vekiorskog pioizvoda, 

(Q)i -<* * «*) * «* “ 

-«*(■•**)-•(«*•**)- 
-a — 3 .- - 2 . 

jer je Сд-Сд-3. Ovaj rezull.t je u skladu sa formulom (4.51). 


I 




I 

I 

% 


I 

i 

t 
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Dokaiimo joi da je tenzor <7, anlisimetrićan. Sledeće jednakosli vaie za 
proizvoljan veklor C: 

<7;-C-{e 4 .axe 4 }-C-e 4 [(.*e*)C]- 

-e 4 |(C x.)-eJ-C х.- -. хС — 

- -C7,*C. 

i, zbog protzvoljnosij vektora C, ekvivalentne su uslovu antisimcirićnosii 

(6) Poslupajući slifino kao kod lenzora <7, imamo: 

<7, • A - a х (b х Л)- 1 х (k х t k А л ) - 

- . х (b х * 4 ) A k - [. х (k х e 4 )) («* • A) - 

- {• * (k * *Д «»} • A, 

odakk ocposrcdno iiumo: 

7, - {• * (b х t A \ « д } - {bo* - (■ b) •„ •*}; (Л.4 




drugi od navedcnih oMika je dobijen primcnom formule (1.40) za r.izvijanj# 
trosirukog vckiorskog proizvoda. Nalalcnjc invarijanii ovog tenzora nc prei- 
itavlja oilukvu pnncipijelnu tcikoću. Imamo: 

<SJ,-[ke A -(..fc).J.t 4 -b.(e 4 . 4 )-(ib)(t... 4 )- 

-(b t)-3(. fc)- - 2 (. • fc); 


($А - у «* «, {!*•«>-(• *»)*,] * [fc •* -(• b) •*]) - 


- — « :м •» • [a, (• • b) («» х b) - (• b) а л (e, х b) + (. b)* (e y х e 4 )] - 


— у «u* (■ • fc) l Oj t, • (e 4 X b) - а л t, • (t, * b) + (. • b) t, • (e ; *e,))- 
* 1 «./* (■ *>) <*, b, - 1 ,„ а л /*, + (■• b) c l>k ) - 


- --(.• b) | - t lkJ c„, Qj b, - с, д t, p а л b, 4 (. ■ b) « f> «,„]•• 


-y(« bH-2a,.-A-2^ e A+ 6 <* *)Ј- 


- у (■• b) [ — 2 fl, 6, - 2 o, Л, -f 6 (. - b)] — 
-(■ b)»; 
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- [b а, - (■ b) *,1 • (e, (■ b) (*, х b) - e, (• • b) («, х b) 4 (■ • b) 3 e.J - 
» o, <a • b) 3 (b • e.) - e. (■ • b) 3 [«, • («, х b)) + fl, (■ • b)» [*, • («, х b)) - (■ b)' - 

-А } b , (••b) J + fl 1 6 } (« b) 3 4fl,b J (« b)*-(*-b) , -0L 
(Q), - [bfl 4 - (■ b)«*l х e, - (b а 4 ) х « 4 - b х ■. 

Sve koreSćcn* .ranovformacijc su demenUrnc i rasnovanc su 

w>v.iog i irostrukog vckiorskog proizvoda. kao i na svojslvima simboU Uvi- 

•Civiia sudrhjnim u zadatku 1.26. 

4.7. Formula (P.1.4) u zadaUu 1.15. direkinodaje skdcću vezu amcdu C i C 

C' -CcosO + ■(■•C)(l -cosO)+ (» х C) *in 0 

s ob/irom nu rcfcnje prvog dcla prcihodnog /acUika izra&no rebc.jom (Л.4.1). 
iiiolc sc napisali kao: 

C - (cov 0 g Ч ( I - cos 0) {■. ■) + s.o 0 {■ х « 4 . «* }) • C. 

uko d;» sc /а tcnzor <7 dcfimun /adaikom dobija: 

'7«cosgr(l- cos6){e. •} 4 sin0{*x «,.*,}- 

-cos 0 {e 4 , e 4 } т ( I - cot 0) {о 4 ■ , e 4 ) 4 »in 0 {■ х « 4 , « 4 } — 

= cos 0 {e 4 . e 4 ) + ( I - cos 0) {(• • « 4 ) ». «*} + lin в (■ х •* . « 4 ) - 

= [cos 0 « 4 r (I - cos 0) (■ • « 4 ) ■ 4 sin 0 (• х «,). « 4 }, 

ij. /а njcgovc koordinatnc vckiorc ćemo imaii: 

T 4 - cos 0 e, + (I - cos 0) (• • « 4 ) ■ t sin 0 (■ * e 4 >. ^* 4 * 3 ) 

Poniiutruni ten/or iSe biti vcr/or. ako su njegov. kooid.nain. vrklor. ДОа«*» 
i uko obru/uju pravougli trijedar desnc dispoZic»je. Dokaiimo da jc ovo zaista 

vlufiuj. 

Nadimo najprc intcnziiel inu kog od iriju koordinatnih vcktora (Л.4.3), 
ij. sknlurni proi/vod T. T. (grčki indcks ozaadava da se лс podrarumoa sunu- 
luuje). Dircktnim mnoienjcm ^lan po ćl»n nalazimo: 

f, • T, » cos' 0 -t (I -cose) 3 (a ej 1 + sin 1 0 (• х e,) 3 + 2 cosO (I - cos 0) (■ «Ј' = 

- cos 7 0 Kl-cos0)(l + cos0)(e e«F * sin’0(e * e.) 3 - 
- cos 2 0 + sin* 0 [(■ *,)* + (a * ej*l - 

-cos ? 0 + sin a 0- 1; 

pri ovom izrciunavanju jc koriičen tzv. Logrange-w identliel : 

(A • B) 1 4 (A >. B) 1 = Л : B : , 

koji neposrcdno sledi i/ def.nicija skalarnog i v^ktorskog pro./voda, i uzela je 
u ob/ir okolnosi da je vcklor ■ jcdinifini. 
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Na siićan način možemo pokazaii da su različili koordinaini vcklori 
uzajamno ortogonalni. Djrekino množenje član po član daje: 

T. Tj - 2 cos 0 (I - cos 0) (■ -e«) (■ • * f ) + siri 0 cos 0 e« • (■ х c„> + 

+ ( I - cos 0) 3 (• O (■ • «,) + sin 0 cos 0 e 8 • (■ х e«) + 

+ sin ? 0 (■ х ej • (■ х e 5 ) - sin ? 0 [(■ •«.)(■• « 9 ) + (■ * O • (• x ■*)! - 
- sio : 0 ((• «J (■•«*) + ■•[«. х (■ х e*)|} - 
-siD , 0{(a-«J(a* A )4a[a(«.es)-e»(aeJ))“ 

- sm 2 0 {(■•«■) (■•«#)-(■• «.) (■ • «»)} - 0. 

Da bismo prov«ili da jc trijcdar vcktora T 4 raista dcsnc dispozicije, lrcba 
ispiiati da li. na pr.roer. ’vaii T,xT,-T,. To и lako provcrava d.rcktmm 
množcnjcm i oslavlja se čitaocu za samostalnu vcžbu. Jime je dokazuno da 
je 7 zaisu verzor. 

lovcr/m leiuor možemo sada lako nači oa osnovu (4.53): 

cj-\ - fj » _ {* 4 , cos 0 * 4 + (1 - cos 0)(a • e 4 ) ■ + sin 0 (■ х e 4 )}. 

Korisući distributivnovt dijadskog množcnja, mumo dalje: 

7 ' « - {e 4 . cos 0 e 4 ) + (e 4 , (l - cos 6) (a • e 4 ) •} + {e 4 , sin 0 (• х e 4 )} - 

- {cos 0 « 4 . « 4 } +{(l —coi •)■,■)— {sin 0 (• х *,). « 4 }. 

Za transformaciju p,>slcdnjcg člana iskorilćen jc rc/ultai prclhodnog zadatkn, 
prema kome jc len/or (Л.4.1) antisimeiričan. Daklc: 

<7 i -{cos0e 4 +(I -cos0)(*-« 4 )a-*in0 ■ xe 4 , e 4 }. (Л.4.4) 

Uporedivanjem sa (Л.4.3) vid.mo da jc 7 ' ««kodc vcrzor. , to Ukav kpji 
dcfinile rotaciju oko iste ose za ugao -0. ito jc geomctr.jsk. sasvim očcvidno. 

4.8. Poito su koordinatni vcktori ver/oru daii jednaĆinom (/?. 4.3). njcgov irug 
čc biti: 

lr7 -[cos 0e 4 +(1 -cosO) (■•« 4 )e + sinO(* xe 4 )) e 4 - 
-cos0(e 4 e 4 ) + (l -cos0)(a e 4 ) (• €*)- 
-3cos0 + (l-cosO)«*** 

-I+2cos0. ( л45 > 

dok za vektorsku invarijaniu imamo: 

Q-(cos0e 4 + (l - cos 0) (■ • e 4 ) ■ + sin 0 (• < e 4 )l х « 4 - 

- (I -cos0)(» « 4 )(axe 4 ) + sin0(ax« 4 )xe 4 - 
-(I ~cos0)(a х i)-i sin 0 {e 4 (■ • « 4 ) - » (« 4 • * 4 )1 — 

- - 2 ■ sin 0. <*- 4 -*> 
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Dobijcni reznluli poUzuju da sc 

vclctorskc mvarijan.c mo E u odrcdil. pravcose maajc :i u*o 6»N £ ov. 
roucija i/vrJcna. Naćin rCTonovanja će biti jasan na pruneru vcrzora 
dulla 4.1. (fl). £od tog vcrzora jc; 

T,-e 2 . Tj-e., T,-e, 

tako da jc njcgov irag: 

/г7 -T^-ei + Tj-ej+T^e, +«,-•* 4-e, -«,-0. 
a njegova vcktorOia invanjanta: 

Q - T, х e, + T, > e J +T J xr,-e I xe l 4. l x« 1 ^,xe J - -(•,+•,+«>)• 

Na osnovu ( R . 4.5). daklc. možeroo pisati: . Л. 

1 t2cos0-0, cosO- ‘Ј- 0-~- il« 0- — 

(ukoliko vc ognmićimo ba uglovc i.rocdu 0 i 2*). Na osnovu (Д. 4.6) naUzimo 
đa jc jcdinićni vckior osc rotacjc: 

к i dobija i: _ 




gdc gornji /пак odgovara gornjcra /naku u preibodnoj rdaciji. i analofo /* 
donjc. Odabcremo li gornji znak. dobijaroo 0-^. Za donji znak ./Јал 

0«^. Daklc, zadanim vcrzorom je opiuna rotacija oko ose jedimćnog 

vcktora »- +y(»i+»i+«i) и u *“ i« “ ko — > td '"' £oo ‘ Уск ‘ ог * 

_ !5(., 4 ,. + с.) ra ugjo 0- 4 ". Geometrijvki gled.no, to je jedn. Ura 
rotaciju. 

4.9. Polazeći od dcfinicijc konjugovanog tcnzora (4.27). moicmo pisau: 

7 e -{**. T.}«>{e.. (Та О«,}- 
-{(T. eje*. »,). 

odaklc sc гл koordmalnc vektorc konjugovanog tenzora nalazi: 

т;-сг*-о«*- {R41) 
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Sada jc lako naći njegovc skalarnc iovarijantc. U skladu sa (4.18) imaćc 

5i - T; - ((Г* eje*l e. - (T* • e 4 ) (e, • e.) - 
- (T* -ej 8*, -T* • e* - S, : 

slićno na osnovu (4.20) za drugu ikalarnu vanjantu dobijamo: 

St - — *,/» •. • (Ту х т0 - 


- ~2 1 IM *. ■ UTr r J e ,* < T . •») е*1 - 


— Г *1*<Т, ^>СГ, е ‘И е '< г * **«>)“ 


(svc iransformacijc su oćcvidnc). Najzad, za trcću skalarnu invarijantu nalazimo 
prema (4.24), 

s;-t;.(t;*t3-t‘u. t; • (т; » т;> - 
- — «Oi (J, ■ «,) l(T, • •;) •, х (Т, • •*) »,1 - 

б 


“ т *о* СТ, • »Ј <т в • е у ) (Т, е*) |е, • (е, х е,)1 - 

б 


"■тТа* (Г в х Т,) t m - S t . 

0 

Dakk. svc tri skalarnc invarijantc oba icnzora sc zaisia poklapaju. Ispitaj 
jol vcktorskc invarijante. Prcma (4.25) naluzimo: 

Q* -Т; х «» - ICT, • e.) «,) х •* - », - |(T„ • «*) е*1 - 

-*^V-T,xe,.-Q. 

Vektorskc invanjanie konjugovamh tenzora nisu. daklc, jcdnakc vcć se 
razlikuju po znaku. 


4.10. Ako jc 7- [T,. cj dati icnzor. onda je njcgov invcrzni tcnzor. premu 
(4.43). 7 '-{«.. T*-}. pa je: 

(7”') e - (T* «*). (Л 4.8) 
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cdc su [v. zad I 25J: 


T -l 1 _ T ll T g 

‘ 2 ""Т 1 .(Г,*Т 1 > 


(Л 4.9) 


s drucc sirane, koordmatni veklor. konjugownof 1 ««°« «■ » 
t R. 4.7) i/ prcthodnog zadatka. tako da po formul. (*. 4.9) nakzimo vcktorc 

njihovog rcoproćnog tnjcdra: 

fT*)-* - — - ТЈ^Л* 

{Tt) 2“"t;.(t;xtd 

L [СГ,-».К1*КуО ««1- 

Ш '2 СЛШ T, .(Tj хТ,) 

Uofimo li d. j. « lta (T, «/)(T. O-.. (T,»TJ. imafnno: 

U drugoj jcdnukost. je .skoritona rdac.ja (1.33). Zapazmvo li. daljc. da je 

J_ f hl T J ТГ\ 

2 ^Т.-СГ^хТ,) 

moći ćcmo Rornji rezultai prcpisaii kao: 

(т:)-‘-(т.-‘..к. <*• 4,0) 

.ако da dcf.nitivuo dobija.no: 

(7t'-(«..(tD' , M«.. (т."' 0«.)- 

-(№■ •«.)... «.)-(т.-.«Ј- (* 4U > 


(*. 4.11) 


Uporcdivanjem « (R. 4.8) v.d.tno da su opcr.cjc konjugovanja i obrazovanja 
mver/nog tcnzora zaistu komuiativne: 

4.11. Ncka .u .,) i 4I-(V,. «.) Prems t 4 - 35) ' ni,h °’ 

proizvod .nožemo nap»sat. kao: 

U 4 , e 4 } {V /t е/}-(*к ^){и 4 , e,} 
odaklc čiumo koordmatnc vektort ten/ora Ц-9к 

Q/ C l 
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lako da za trcću skalarnu invarijant.v možemo, prema (4.24), pisati: 
det Qi ■ ' V) - |(e, • V,) UJ • fl(e 4 - Vj) UJ х Це, - U r )} - 

= (V • V.) <*, * V,) (e; • V,) (U # - (U e х U r )J - 

- (*, • V.) (e, • VJ (e r • W | U, - (Ц х U,)] - 

- W (V. * *e) (V, • *,) (V, ■ e r ) (U, • (U, х U,)) - 
“(V,*(V, х Vj)]JU ( *(U, х Uj)J- 
-det?/dciU 

iio je i tiebaio pokazati. 

4.12. Uo£jmo najprc da jc trag zbira dva tcn/ora jednak zbiru tragova i da 
analogo tvrdenje važj i za vektorskc invarijanic Da bismo sc u to uvcrili, 
posmairajmo zbir dva tcnzon: 

e M-U + c », l> (W 4 . e*J — (U e , e.)+(V*, .*). 

Imaćcmo; 

fr^-W 4 • e 4 - (U* »• VJ-e, - U 4 e 4 f V 4 c 4 - иЦ + ir9J. 

Dokaz za vekiorskc invarijanlc je analog, samo sc znaci skalarnog mnoŽeoja 
zamcnjuju znacima vckiorskog. Pri dokazjvanju sc korisii samo distribuiivnosi 
skalansog i vcktorskog mnolenja. Slićno se možc dokazati da ako je 
onda jc tr e U)-*u r D i analogo za vcktorske mvanjuntc. 

Prcma tomc, ako daii tcnzor 7 napiicmo u skladu sa (4. 52) кво: 

<7-у(7+7«)+уС7-'7«). 

jmaćemo za njcgov trag: 

u q " ,г [т {<J л ° *>] 4 tr [ 7 (<7 ~ q *^\ “ 

-i(/r7 + rr7*) + I(ir7-/r 7 *)- 

Poito je lr f 7 9 -lr f 7 (V. zadatak 4.9), trag antisimclriCnog dcla jcdnak je nuli. 
tako da je Irag tenzora 7 zaisia jcdnak (ragu njcgovog sunctrifnog dda. Za 
vcktorskc iovarijanic nalazimo: 

Qj Q ! (7 ♦ 7*> Л Q j (7 -7 ») " \ { ° 7 + Q<7 *) + 7 ( Q/ ~ Q J * )• 

Kako jc - -Q <7 (v. zadatak 4.9.), izlazi da je scktorska mvanjanta si* 
mctrićnog dcla гл ista jcdnaka nuli, Ij. vekiorska invarijunia lcnzora 7 jcdnaku 
je vcktorskoj invarijanli antisimctrićnog dda. 

4.13. Prema (4.54), unitami tenzor sc može napisati kuo: 

7-{*i. e,} + {ej. e,} + {ei e,}. 
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gdc jc c'i, c'i, cj trijcdar uzajsmuo onogonalnih jcdinićnih vckcora dcsne (vcr- 
zor) ili lcvc (pcrvcrzor) dispozicijc. Odatle za prvu »iaUrou лплјши 
nalazimo: § § , 

S, -H<7-e,.c l + *a-ti+ 

dok jc trcća skalarna invarijanta 

5,- det C7“*i *(ci * *i)“ ± >. 

edc sc gornj. znak odnosi na verzor. a donji na perverzor. 7л drugu ikalarnu 
mvanjantu imamo, prcma (4.19) 

S, - c 4 • (ci х ci) +c, • (ci х *i) +«, • («i х «j)“ 

-*(•«••;+«* «i + V«»). . i 


jcrjc ±ei. c'.K«;-*.;, cix«i-*.i. Ukodc <а«иш> od loga da 

li koordmatni vektori poimatranog unitarnog tenzora Cme desm Ui levi tnje- 
dur. Iz ovih rczultata ncposrrdno proizilazi 

S,-S,5„ 

ito jc i trcbalo pokazati. 

4.14. Ako su q t , g, q y ncke gencraliiane koordinate možemo prema (2.23) 

dq x -Vq r dt t dHt-Vg'-dt, dq % -Vq y dt. ! • 

odaklc proirilazi da su dq t , dq t i dq y pmporconalne projtkdjama vcktora dr 
m vcklore trijcdra koji obrazuju Vq„Vq } tVq,. S druge strane. po formuli 
totalnog difcrcncijulu 

dq, dq 2 dq t 

izluzi du su dq x , dq 2 i dq , komponenit iUogu vektora dt u odnosu na Injedar 
vcktora — , — . Prcma Gibbs-ovim obrascima, dokazanim u zadaiku 

0q, dq, dq , 

1.25, lo znaći da su irijedri 

_ • „ _ dt dt dt 

ч " ' iir'S-* 7. 

uzujamno reaproOni. lako da se kao poscban sluiaj rclacije (4.41) nalazi 




iio jc i ircbalo dokuzan 

4.15. Ako jc Г 7-(Т Д , e*} daii icnzor, njegov invcrzni lenzor će. prema f4.43) 
bili ( 7 "‘-{ c a . T* 1 }. dok će konjugovani icnzor ovoga poslcdnjeg bili dai 
izrazom (/?. 4.8): 

С7-Г-{тЛ «.}• 
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Umcsio da iraiimo skalaroe invarijanie tcnzora П~ х , možcmo iražili slulara 
invanjante tenzora C7" 1 )*. }«r su onc, prcma rc/ultaiima zudaiku 4.9, medi 
sobno jednake. Rad sa tcnzorom ( < 7 -1 )* imu lo prcimućsivo, du su njego. 
konsckvcnh jcdinićni vckiori koordinalmh osu. pu su ncposrcdno pruncnljiv 
formulc za izraćunavanje skalamih invanjann, d.n;c u lckstu. Duklc: 


Sr'-e. Tf' + e, ТГЧе.-ТГ' 


T,xT. . Т.хТ. T./T. 

- е. 1 1 — + е, * — -t с. ! ‘ — 

Т.-^хТЈ Т,.(Г > хТ Ј ) Т.-сТ.хТ,) 

- Т I*. • СГ, * Т.) + •, • сг, » t.) t е, (Т, X т.)1 - џ ; 


и ovom dokazivanju su najprc vckion rrciproćnog irijcdra napisam ekspliciino 
(v. zadatak 1.25.), a zatim su uzcic u obzir dcfimcijc drugc i ucćc skalame 
invanjanie. 


-I I 


Da jc S Г •, slcdi iz jcdnaćinc (4.42) i rczuliaia zadaika 4.11. Zai«U, 

s i 


lako da je: 


<7-'<7-S o dci7-' dcl<7-dciS-l, 

sr' S.-l. 


Iio je i irebalo pokazali. 

Nadimo joJ drugu skalarnu invarijuniu invcrznog lcnzora. Prcma (4.19) 
mokeroo pisaii: 

sr'-e, (ТГ' х TfO + e, .(Tf 1 х Tf') +«, • (ТГ' х Tf '). 

Uoćimo da je, prema rczuttalima zadatka 1.25, 

T '-Tf 


т> -'хт Г , _±т 1 , 

i sliĆoo za drugc dve ciklićne pcrmuuc jc indcksa. Tako natazimo: 

s, 

4 . 16 . Prema opitoj definiciji prostomog izvoda (2.66), možemo napisali slcdcći 
izzaz za prosiornj izvod vekiorske funkcije u odnosu na opcraciju dijadskog 
množenja: 

i {‘/s. A> 

*7- lim - , 

A V 
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gdc ic <J ncki tcnzor. poSto podintcgralni игм očevidno ima tcmorsko pii- 
rodu. Ncka jc C proizvoljan i konstanton vektor. Pomoću njega mofamo da- 
Ijc pisati: 

f{dS. A} • C 

C7-C“ lim — 

fdS(A-C) 

- ,im 0 — -гр 

4K-8 ДК 


/ grad (A-C)(/K 

- Jim ^ 

дк.. ДК 

— grad (A • C) - V (A • C) - (V, A)-G 


odavdc. zbog proizvoljnos'i vektora C. izkui 7-{V. A>. Uo i predaUvlja 
traženi rezuliat. 
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5. TENZOBI I MATHICE 


5.1. Neka su Л. B i C iri matrice. npa тхп. пкр i pxq rcspekl.vno, lako 
da w definisani proizvođi D’-(AB)C i D''-A(BC) Prcma prav.lu matnćnog 
moožesja (5.7). za matrićnc dementc ov.h poslednjih nalaiimo: 

(0% - (*В) Л C tJ - Л и в л с ч ; 

(РХ-ЛЛВОц-Л^ВиСц. 

ра, potlo sc o/nakc mdcksa po koj.ma se vrii sumiranjc mogu mcnjali, odavde 
ncpoMrdno vidimo da je ( ЛВ)С-Л(ВС ). tj. da jc roairićno mnoknje asocija- 
tivno. 

5.2. Nepoarednim mnolcnjcm po pravilu (5.7) nala/iroo: 

A| — Лј Лј ш ЛјА}~/, 

Л, A t - Лј Л | '■ Лј i 
Л\ Лј-ЛјЛј-Лј 

AjAj m AjAj — Aj. 

5Ј. Obrazujmo proizvođ* ЛВ i ВЛ dvcju kvadratmh matrica trcćeg rcda. uzi- 
majući u obzir da jc prvi matnca dijagonslna: 

/ e„ 0 0|/ b u b„ b t j \ а,Л, «„*.i e ii A » 

AB-\ 0 Ojj 0 N b iX b n b xi U Ojjb lt b u b n . 


A (\ 


L L L 


L . L 


A. B l3 b t j đ„ 0 0 fl„6„. a 3i b u Ojjb,j 

ВЛ- b tl b„ bjj 0 Ojj 0 - «.Л, Ај.Лј, 

Л b »» 0 0 в и*л °јЛј fl »^» 

Prema zadatku je AB-BA, jcr tnatr.ce komutiraju, tako da matrični clemcnti 
dobiiemh mairica moraju biti jcdnaki. Dijagonalni elcmenii to očcvidno jcsu. 
Izjednaćavanjcm nedijagonalmh elcmcnata malrica ЛВ i BA lako zaključujcmo 
da nedijagonalni clcmenti matricc B moraju biti jcdnaki nuli. Zaista, uporedimo 
|i, na primcr, ckroentc ргуе vrste i drugc kolonc raatrica ЛВ i ВЛ dola/nuo 
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do uilova оаоо И о(о и -«Ј»„ Г 0 . foiio .u dcmii.ounce •< 

mcđusobno raJičiti. odavdc рго1*.1«ш ij. mainca B je d.jagoaalna. 

Dokaz jc isiovcian za kvadralne matnce-bilo kog rcda. *c 

5.4. Ako su A i B ncsingularnc matrice i važi ЛВ-1, mnofcnjcm * A~ l ikva. 

na osnovu asocijativnorti izlazi A ~ 1 АВ-Л I Ш В-Л . a odavdc sc ncpo 
sredno dobija BA-A~ l A-l. Dakle, АВ-*ВЛ-1 ^ 

5.5. Navedem odnosi se dobijaju dirckioo na osnovu pravila malrifioog mno- 

žcnju (5.7). 

5.6. Porto je matrica A ncsingularna, portoji invcrzna matrka A~ l . Mnofcnjcm 
sa ovom poslednjom. zadana rclac.ja se mofc nap,»au u ekv.vakncnom obl.ku 

А-л-к 'i 

I • 

l'rcmu tome, ako jc (u) A simetrićna mairica, »j. A - Л, iz богоје rdacijc 
i/Jazi i A-A~ l , (j. опд jc ortogonalna; ( 6 ) A orlogonalna matrica. tj. A-A' 1 , 
dobija s e A-A ona je onda i simeirična. • 


5.7. Duku 2 \mo najpic da vaie zadanc relac.je: 

(А$)-ВЛ, ' 

(. ЛВГЈ-В~'Л 


(Л.5.1) 

! (Л.5.2) 


.ј. da јс iraniponovan* (odn. inverm.) 

protrvodu .runvponovantl. (odn. mvcrrmb) ma.ric u obrnuton. mdotodu. 
kaz prvc pcoizilazi iz slcdečeg niza jcđnako*.: 

(Аб) и - [AB) M -a M b u - В л a tJ -(ŠA\j, ! 

dok sc dokaz drugc dobija polazeči od uslova (AB)(AB) •-/ i mnofcč. skva 
najprc A~ l л zatim aa B~K 

D.iklc, ako su U i V dve orlogonaJoe mair«. tako da jc I/ - (Г i V V . 
mnolenjcm nulazimo; 

Рп-у-чг' * ^JV)-(VVY\ 
uv-u-'V - 1 => (VU)-(VU)~ l - 

ij. proizvod dvc orlogonalne mairice u b.k> kom rcdoskdu jc ortogonalna 
mairica. Zupazimo da proizvod dvc siraetnčoe (unuwmeirifaK) maince ne mora, 
u op&ictn slučuju, bili Simeiričnu (annsiniclrićna) пиигка (v. i zadaiak 5.17). 
Na osnovu relncijc (Л. 5.1) se može v.dcli kad ćc ovaj proizvod bil. suncinćan 
(unlisimdričan). 

5 . 8 . Označimo В-АЛ i C-AA; B \ C su kvadraine matrice (ne nužno .stog 
reda). Za matiične elcmenlc prve .matno: 

b u -(AA) u -а ш вц- а л а џ , 

*> џ - (А A) fi - 0 , 0 »- а^ а л , 


odaklc sc odmab vidi da jc onu simetrična. Nu isii nučui se dokazujc . 
rrifioort matrice C. S druge sirane, 

v в ° " ( A *> - «.» оц • 

ir C - ir [A Л) = e„ - a u a h - a kl a k , . 

pri fiemu se podrazumeva sunuranje po oba indeksa. Daklc, irfi-irC, iio 
i ircbalo pokazali. 

5.9. јЧи osnovu zadanog oblika mairicc A .mamo: 

/ sinOcos^ -sin? ) 


A - sinOsin^ 
i cosO 


cos 9 


lako da je: 


Мп 6 с ©*9 sinOsin? cosO 


S.D9 


COS 9 


r - 


sm0cos9 -ei0 9 


s.nU s.n 9 cos^ j ■ 

cosO 0 / 


/ sio , Ocos , 9 + *.n , 0sm : 9+-cos , O -unOsin^cos^ + smUsm^cos? 


un 0 un 9C0S 9 + fc.11 0 sin 9COS9 


_ / sm'Ocos^ 
V -мпвип? 

-c:h 


sm 9 + cos 9 


nezavisno od vrednorti uglova 0 i 9 . kao *to je ircbulo pokazall. S druge sira 

f sinOcos^ -sin^ \ 

I /sinUcos? sin 0 мп 9 cosO\ 
s,ne.m T cu*9 Ц _ ti ._ „ )- 


l 


cosO 


кШф cos^ 


sin ? 0cos , 9+ sin 5 9 sin^Osin^cos^-sin^cos^ sinOcosOcos? 

- sin 2 6sin?cos9-sin 9COS9 sin ? 0sin*9+-cos : 9 ми OcosOsin? - 

sin OcosOcos 9 sm OcosO sin 9 cos J 0 , 

1 -cos’Ocos 2 ? cos'Osin^cos? sinOcosOcos? 

- — cos : 0 sin ?со4 ? I — cos J 0 sin J 9 sinOcosOsin? ; 

sin 0 cosOcos? sinOcosOs.n? cos -0 , 

zadnji Oblik posmairunc mairicc sc dobiju primcnom cicmcniarnih ingo 
meirijskih idcniucia. Kao >io se vidi. malnca B-AA nije u opšteiU slufiiy 


I* M.i«3Uich( iijviiJi luiU 


2 


jcdinična | огш b. biU jcd.nična za ncke konkreine vrednosii G i 9 . na pr.mer 

ЈЛ Da jc ova matnca idempoienina. slcd. .z aiodjativnosi. mair.č- 

uob množcnja . čmjenk* da je AA-I. kao Kio se vid. iz siedeć.b jednakost.: 
BB - (ЛЛ) (Л Л) - A (/4 Л) Л - Л 1Л - A (I A) - ЛА - B. 

5 .] 0 . Na osnovu dcfin.cije komuiatora (5.8), imaćemo neposredno: 

l л. \п,<&~л\в.с\-(В.с\а- 

- Л(ВС-СВ)-(НС-СВ)Лг- 

~ ЛВС- ЛСВ- всл t свл, 

imajući u vidu nckomutativnost i asocijai.vnosi mair.čnog mnoicnja. Slsčno * 
mo,-u napisaii i prcouala dva komuiatora. pa sab.ranjcm proveni. da je rezul- 
lut 'nultu nutrica Ovo sc ostavlja za samostalnu veibu č.taocu. 

5 .П. дко su S i Л simctr.čna i aotisimetrična kvadratna matrka respcklivoo 
(Š^S. Л - -Л), i ako su B-SA-AS i C-SA+AS njihov komuuior i ant.- 
komuutor respckt.vno, onda čemo imai.: 

B -(ST^lS) - (3) - (iS) -л Š- ŠA- 

- -AS + SA-B, 

Ć-(S+^-(3)+t26-iJ+Ji- 

-- -C 

u gornjcm dokazu jc. porcd rcniluu (Л.5.1) za transponovanje prouvoda 
.skoriićcna joi i očevidna osobina da jc transponovani zbir malnca jcdnak 
zb.ru transponovanih matrKa. 

5.12. U prsom slučaju treba odrcd.ti *** lH,dc 

ч 0 вН *, 

0 11 1 г -X . 

, 011 . Cj 

Ito sc svodi na dcdeć. sistcm od tri homogenc l.nearne jedoačinc prvog sicpen*. 

(I-X)5, - 0 . 

(l-»$, + 5,-0. (Л-5.3) 

5 : +(|-» 5 и°- 
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Ovaj će s.siem imati nctrjvijalnih rešenja. ако mu je dcterm.iumia jcdnuka 
ouli, ito dovodi do jedne kubne jednač.nc za odredivanjc >- 


(l-» 


0 (1-Х)) I -(l-»l(l-X)--l) = 0. ( K.SA ) 

0 0 (I — X) 

lako da su rrienja - 0. X,= l i Х д = 2- Za prvo od nj.h, sistem (/7.5.3) 
posujc: 

«"- 0 . 

a’’+tf’ -о. 

ЕЗ"+б ч -0. 

odaile iiumo d» jc Ei"-0. Ei" јс prouvoljDO, a Ei"- -5i". Posiup,jući 
uiutkgo a osulc dvc svojslvcnc vrcdnosli, dobijamo El" proijvoljno, Сз" - 
— Ei**0 i Ei"-0. Ei” proitvoljno, Ei"- б". DdUc, »vojstvcni clcmcnii Su: 

( 0 \ ( El"i . /0 V 


*•>- 


ES" . 
-Ei"J 


x«>- 


X«>- Ei" ; 
Ef 


u svakom je po jedan kocf.cijcnt ostao proizvoljj.i Nadcn. rc/ultat bismo ntogl. 
napiuti i као: 


X»>-o‘» 0 






označavajuči proizvoljne koefiujcnic sa «">. а‘», «<» . itnajući u vidu pravilo 
mnočcnja nuir.ce skalarom. 

Prcdimo sad na drug. slučaj, knda jc matrica X npa 3/2. Treba, daklc, 
relui jednačmu karaktcnslrčnog problcma: 


1 0 o\/ 5 „ i i: 


5 .. lu 


0 « I -X i n ^ • 


0 I 1 


£». Sll • ' (м 


Nakon množmja u skladu sa prav.l.nu (5.7) i (5.6), dob.jcna nutrična jedna- 
ćina «e, prcma (5.3), svodi па lcst Imearn.h algcbarskih jednačinu po ncpozna- 
lim komponcntama Ovih lest jcdnačina sc razdvaju na slcdcča dva sislcma 
od po ir 1 jednačmc: 


<l-»5„ 


0 

e 21 +(i-» 5 „-o 


<i-» 5 „ 


(1 -»£.. + -0 
5 ,и(|-»&«-° 



Oha sistcnui su homogcna i '»maju istu dctenninantu. Prcma lome, obe će 
vreincno iman nelrivijalna reienja, ako je la deierrainania jednaka nuli. Ova 
dcierm.nanca ve poklapa sa < R 5.4). ilo znači da su i u ovom slučaju svojnvene 
vredno&ii X,-0. X,- I i X k -2. Unoscč. ih u goroje jcdnač.ne nalazimo skdeće 
»vojslvcnc mairicc: 

oo eff a?\ /оо 

X"I- av {ff . X»- 0 0 . X«*) = | G!‘ Ц? ; 

. -61’ -&'/ 0 oj 5S ?0У, 

u svakoj od njih po dn koefidjenla osUju proizvoljni. 

Najrud ireći slučaj je p.»ipuno analog. Mainćna je dnač.na 

i o o\ ^ii 

0 I I £ц 5n (м = * Sii ^i* ^i« 

.0 I | 5)J 5lJ £*« ^Ј| ^ЈЈ ^JJ £>4 

чс svodi na dvanaesl linearn.h i homog:nih algebarskih jcdnaČ.na. koje se gru- 
P.su u čeiiri sisiema po tri jcdnačine po ncpoznanm vehčinama kojc sioje u 
pojcdinim kolonama Iralenc matrice. Sva čeiin sisiema imaju isiu deierminanlu. 
isiovcinu sa <Л. 5.4). ij. imaju ncirivijalna rctenja sv. isiovrememi. i lo n 
/. -0. Xj- I i X, - 2. Svojsiveoe matrice če bili: 


0 

0 

0 

0 

ч?|* 

tfs* 

Gl' 

ffl' 



X<*>- 0 

0 0 0. 

и»» 

ill 


-av 

-av 

0 

0 0 0 


0 0 0 0 

X'«- d? fS . 

? & &' 

pri vcniu u sv; koj osiaju proizvoljna po deilri elemenia. 

5.13. Ruzvijanjcm na/načemh viiesirukih veklorskih proi/voda i sredivanjem 
re/ult.Jia ро kompanentama vekiora A. dobijaju se slcdeči rczuluii. 

f a , //, - a • b flj b { fl, b , 

У"-* a,b. Ojb : - ab fljb, 

", b , "j b s 

a\ b 1 - a { b t (a b) e, đ, b'- - fl, 6, (a b) 

7 W - a.a t b ! //,Л,(ађ) e^-fljh^a-bi 

o, a v b : - a f b t (a - h) o, a : b 1 - fl, Л,- (a • b) а]Л* - о,Л,(а b) 
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/-Л, («.6,-0, 6,) 


- ("» ~ "| ^л) 

-^(«,6,-0,^ 
-МлЛ-о.б.) 


-Л,(а, Л.-о.Л,) 

- Л, (о, bj-OjbJ . 
-6,(0,Л, 0,6,); 


gdc је gornjim indeksom u zagradi o/načeno koji sc icnzor odnosi na koji od 
zadanih slučajcva. Da bi nađeni icnzori bili simclrjćni, ij. da bi simctrično 
rasporedeni nedijagonalm element. bili jeonaki. ireba da bude; |o) i (b) vek- 
tori a i b kolincarni, (г) \ckiori b i a-b kolineaini, ij. b-0 (u ioiii slučaju 
jc i О и) nulh tenzor). 

5-14. Iz zadanog oblika icn/ora <J ćiiamo da su njegovi koordinalni vcklori: 

Т, *2e, +«,. 

T,-e,4 3e. + 3e,. 

Т,- 2e„ 

Uko da se za vekiorc recipročnog irijedra, na osnovu formula iz /adaika 1 .25. 
nalazi: 

тг 1 — 5 -Tj — ig»r 2 fi t 

Т.-ГГјхТј) 10 

T«-, T,xT, 2е, + 4«Ј 

T,.(T,xTj) 10 


т,-‘- 

Obiazac (5.37) wida daje: 


T,.(T,xTj) 


2 1 0 


Зе,- 6e, + 5e, 


V.-T’-Tr'- I 3 0 - -2 
lo 3 2 0 


2 I 0 


^(I0e,-6ej). 


V : -‘7-T,-'- | 3 0- 4 --(10е,+ 12е,). 

U 3 2) 0 J 

2 10 3 

V, = *7 T,"' - | 3 0 1 -6 --^(-15е,-6е,). 

(0 10 

0 3 2 5 

To su vekion koje dan (cnzor pridružuje vekiorima recipročnog Irijedra s\ojih 
koordinainih \rkiora. 

5.15. Ukoliko jc tenzor <7 nesingu/aran, posioj. inverzni icn/or 0~ 1 , pa se 
udana jednačma mo 2 e prepisaii kao с Х-0~ х -Ц, i'"*« j« iraženi Сепгог c l 
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odrcden /cJjtoznocno Ukoliko je. icnzor J singularan, ontk icnzor X Ui ne 
pus/oji ili nije jednoznaHm odreden, iio će znvisiii od loga da li jc tcnzor Ц 
ncsingularan ili singubran. Naimc. proizvod smgulamog tenzora J i nu kakvog 
icnzora °J. je smgularan tcnzof (lo slcdi iz zadaika 4.11), pa jcdnakost 7 -5?=?/ 
nc možc postojat! ako i // nijc singularan. 

U slućaju (а) tenzor J nijc smguUran (dci7-22). ito znaći da se. na- 
lažcnjem inverznog tcnzora može C J odrcditi jcdnoznaćno. U slućajcvimj ( b ) 

i (c). tcnzor J jc singularan. ali jc U singularan samo u slućaju (*), dok jc 

ii sluCaju (c) dcl // — 2. Prcnu lome. odmah možeroo tvrdili da u slućaju (c) 
leSenje ne pos/oji. Razmotrimo preosiaU dva slućaja ponaosob. 

(о) Invcr/nom lenZi'ru odgovara invcrzna mairica, koju možcmo naći 
prcma (5.14). Rczuliat je: 




-4 14 -8 


5-1 -I 


uko da sc тл traženi ten/or dobija: 


-4 14 

‘jL-J~'U" 2 4 


4 3 I 
-14-1- 
0 0 2 


-30 16 -34 


-22 4 U 
l 21 13 


(b) MuiriČnc clemcnic traženog lcozora oznaćimo sa x„, pa zadanu tcn- 
/orsku jcdnaćinu prepi*inu» u obliku: 


0 -II 


*11 *U *1» 


*11 *U 


*« *м *м 


2 5 


*» - -2 17 . 


II -6 7 


Nakon matrićnog množcnja po pravilu (5.7) i izjednaćavanja korcspoodcntmh 
clcmcnatu dobijenih mairica. rc/ullira jcdan sistem od devet lincarnih algcbarskih 
jcdnaćina po ncpo/nalim koeficijcntima x u . Ovaj sc sistem laspada na Ui 
sistcma po iri jednaćinc sa ncpoznatim eJemcnlima pojcdioih kolona matricc 7. 
oblika: 


З.т м > 8x„— x„ - 2 

6x„+ 5х г1 + 4х и -~ 7 , 
— 1 1 X>, + 6 x„ - — II 
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• • • Зх,,+- 8x„- Xj 2 — 2 | 

6x l3 + 5 x u + 4x„ — - 2 > , 

- 1 1 х г , + 6 х и - - 6 Ј 

Зх„+ 8х„- х„ — 5 | 

6*„+ 5х„ + 4х„-17 >. 

-Ilx„ + 6x„- 7 Ј 

Sva ova tri sistema inuju istu dctcrminantu, koja sc poklapa sa det 7. • кч>ја 
jc jcdnaka nuli Uz to. u sva tri sJućaju ako sc prva jcdnaćmu pomnoži su -2 
i doda drugoj, dobija sc trcća. Daklc, svaki od gornja tri sistcma jc neodrcden, 
jer je jedna jednaćina posledica grugih dvcju. Ostuvljajući x„ , л„ i x„ proiz- 
voJjnim i odhacujući u svakom sisicmu po jednu jednaćinu, inožeiuo naći 
preostale dvc ncpoznatc. Konaćan r'czulut jc oblika: 


9>! 


37 

33**' 

26 37 

"5Гзз х>1 

111 37 

X 

33 33 

6 

6 4 6 

7 ' 6 

Ii X » 

— + — x„ 

II 11 " 

+ — .V. 

II II 

*31 

*3» 

*33 


Naponmur Du smo ovaj postupak primcnili u slućaju (c). sistcmi jcdoaćina 
koji odgovaraju (/?. 5.5) bi bili prolmećm. 

5.16. Postupak jc isti kao u zadatku 5.12. pod (a). Stoga nuvoduno sumo re- 
/ultatc, zadrZavajući svc oznlkc iz pomcnutog zadatka. • 

(•)*,-<). X,-l. X,-2; 

I 0\ I 

0 . X (,, » cd 7 * I . Х"'-*«” 0 , 

-1 0 I 

(b) X, — — 1, X,-l. X,-2; 

/ 1 \ f I \ / I \ 


X‘*»- ««»> 0 

I 


X«*-i") -2 


(c) X, — 0, X,j-2; 


X< J » = o<» 


X‘>»-a«»*l 1 


X»»=e"' 1 

-I. 


/ a Pi 

X'^»- а**> 
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u o\om tlućaju je druga svojsivena vrcdnosl degcnerisana, Uko da цјој odgo- 
чзга bcskonačno mnogo svojslvenih vekiora (pravaca) koji se dobijaju proiz- 
voljnim i uzajamno nc/avisnim izborom pararactarm i Рп lora ih treba 
шко odabiuii du se dobiju dva uzajamno ortogonalna svojsivena vtktora. U 
posmatranoni slučaju to se može učinili, ako se uzme *?'- I. rf'-O. 

a',”- I ili «‘, n - 1. *i J> - I i *i n - -2. eV’- I; u oha slučaja se dobija po jedan 
p.ir u/jjamno orlogonalnih vcktora: 


' 1 ' 

0 

1 

-2 

0 1 

1 

, odn. I i 

l 

v 0 . 

1 

1 . 

> 1 


Osu. r.izumc se. пли jedme mogućnosti. 

(d» ?, -12. Хј-О. a,-K2; 

1 1 

\iii_ Х П) . |'2 . Х**) — a ,J * 0 

. I / 'I 

(e) >., - - 3. X,- I. X,-S; 

( 1 ) f 1 

. X (1> - * <J, | 0 


X«w-«o>|^2 j. 


х--*’! fi j. 


l*o>lcdnja dva tcn/ora imaju islc svojsivcne pravce a mitčiic svpjslvenc vrcd- 
nosli; uikvi icn/ori uvek komuiiraju, kao llo je dokazano u ickstu. f 

5.17. O/načnno ovc tcn/ore sa 7 , • 7 P« tudimo najpre njihov amikomu- 
tulor. I’rcma pravilu /а množcnjc mainca iinaćcmo 


110 0 10 

7, -7,- 10 1 10 1 

0 11 0 10 

0 10 110 

7. -7,- 10 1 10 1 

0 I ој 0 1 I 


0 10 I I Г 

| 0 I ^ 0 2 0 . 
010 111. 

1 I 0\/l 0 1\ 

i 0 i L I 2 i : 


1 0 I 


ovaj primcr pokazujc da proizvod d*o simeiućna tenzcra ne mora M simemćon 
len:or (kud će to biti slučaj?). Formirejmo sada annkomutator na osnovu 
lormulc (5.8): 

'2 I 2 

Г7 | .7 Ј }=.7 1 -7н'7,7’ 1 - 14 1. 

1 2 I 2 


Karakteristićna jednačina (5.44) u ovom konkrctnom slučaju postaje: 

2 -X I 2 

1 4 — X I =0. 

2 I 2 -X 

odnosno, nakon razvijanja i srcđivanja: 

X* — 8X*-r ИХ — 0. 

keiasunjc ovc jcdnaćiDe jc ckmentarno. i retcnp vu X,-0, X,->4 /2 i 

-4т|'2. Njima pripadajući svojstveni \cktori dobijaju se kao u prcihoc 
zadaiku. Rc/uliai je: 


1 

1 ' 

1 

xw-*"» o , XW-« 0 > 

~f2 . X‘»-«'» 

K2 

-1 

1 , 

, 1 i 

Nadeni svojsivcni pravci su ivli kao kod 

tenzora 7,. llo se 

vidi iz 

prethodnog zadaika pod («/). 




5.18. Nap.limo najpre mair.cu ovog icn/ora. prikazujućl dalu lincarnu vcktd 
sku funkciju u obliku komponcnaia (upor. /adatak 5.13.), retim sttiuvićj 
karakteristićnu jcdnaćinu (5.44) i rriimo jc iao u prcthodmm zndacima. K 
rc/ultat ćc se dobili da su svojslvcnc vrednosli: 

X| -*4p*f/>*. Хј-ИРЧ-Р 1 , X,-e. 
a odgovarajući svojuveni veklori: 

Х">-р ч Х Ј *«р-ч. X">=pi<q. 

čilaocu se prcporućujc da. kao dopunsku vcžhu, prikalc zadanu vcklonl 
fuokciju u dijadskom obliku, i da lim puiem provcn da &u navcdeni vekli 
zaisia svojstveoi, sa gornjim svojstvenim vrcdnovnnui. # 

5.19. Iz zadanog oblika icnzoia lako nalazimo njcgovc skalarnc invari>im 
proćiiavii piethodno koordmaine vckiore. Onc i/nosc: 

5,-3, 5, - - (a 1 + 5), S, - ** - 15. 

Karakierisiična jednaćma (5.45) glasi: 

X* - 3 ).* - (** ч 5) X - (* ? - 1 5) - 0. 

Po uslovima zadaika, ireba vidcii da li ona može imati reicnje Х-3. Stavin 
li u nju Х-3 i srcdimo, dobićcmo e-0. Prcma tome, odgovor na piiail 
posiavljcno u zadaiku jc potvrdan. Tenzor koji nas inicrcsujc ima oblik: 

10 J2 

7-03 0 . 

i 2 0 I 


i njcgova karakterisiiina jetlnaćina jc: *• • • •• 

X' - 3 a j — 5 X + 1 5 - 0, I 

uko da hii svojiivcne vrednosli (dobijcna kubm jednaćma se Uko reiava, kad j 

znamo da je jcdna koren Х-3) X t = 3, X,— } 5 i X,— — Njima odgovaraju 
skdcći svojsivcni vektori: 

I I 

0 0 

, X°» =•«<»» 

|^5-I 

~T~ “ 2 

5.20. Poito jc icn/or 7 simetrićan. on imj tri uzajamoo normalna svojstvcoa 

pravcm, Cije ćcmo jcdmićne vckiore ovdc oznaćtli ta « lt *, i i »п rcalne 
Mojsivenc vrednosii, X,, X, i X,. Proiavoljan vcklor A možcrno ra/iolni na 
knmponemc duž pomcnutih svojstvemh pravaca: 

A ~a, c, Cj + flj 

Oćevidno unaino: 

7-Ав7.(в ( Г | ц1 | Г, + a, 0-<7- (fl, Г,) + 7- (a. 7 : ) +*7- (e, «,) - 

— o, *7 • Г, + a, *7 • Г, + л, <7 •«,»«,), «, +«.X, «, » a,X,« r 

Ponavljajući isti poslupak nala/.imo i: 

7*Aa.7.(7A )-7(a, Х,Г, +a, Д , «1 + a, X, « ,) - 
~ X? «, + a i Хј «, + a, Хј e, , 

7‘ • A - a, Х| t| + a, X, c, + a, ).| e, - 

*° a, (A’, X, -SjA, + 5,)*, -»-a, (i>, X* - S, X,+ S^c,+a, (5,^-5, X,+ SJs,. 

Poslcdnjo jcdnakosl sc dobip kad se kubovi svojstvcmh vrcdoosti i/ra/c na 
osnovu karaktcrisiićnc jednaćinc (5.45). Pregrupisavanjem članova nala/imo: 

7‘ • A - S, (a t XI c7 + a, хЈГ, -r a, \] 7,) - S , (a, Х.7, + a. л.Г, + a, >., c,) + 

+ Sj (a, c, + a 2 c, +a,cJ-5,7 2 - A-S,7-A rS,A = 

= (S,7— S,g I S,S) A. 

odakle zboe proizvoljnosti vektora A zakljućujcmo da mora važili 

7» - S, 7 1 - S 3 7 + Sj & ( Л 5 6 > 

>io jc i irchalo doka/aii. 



2У8 


Isti rczultat sc možc dobili ako se podc od normalnog oblika simclrićnog 
len/ora (5.50), koji u oznakama zadaika glasi: 

• • • 

7 - х, (7 , . i] j + х, {7„ Г.) + Xj (Гј.Г,). 

pa sc obrazuiu kvadrat i kub tenzora. množcći dijadc po pravilu (4.35) i \u- 

dcći pri lom raćuna da su u/ajanino orlogonalni i jediiućni vckion. Tako sc 

naiazi: 

T’-Ail«!. e i>-Xi{cj. cJ + Xi{e,, Cj), iR 

P - X! {c, , c,) ’+ >J {«., «,} + X* {с„ Cj), 

pa ako se u poskdnjoj jednaćim kubovi svojstvcnih vrednosti zanicnc pomoću 
(5. 45), odmah sc dolazi do rczutiaia (Л. 5.6). 

čitaocu sc ostavlja da, kao samosialnu vcžbu, ispiiu da li Caylcy-Hamil- 
loo-ova teorema važi i za tcnzorc koji nisu simeirićni. U tom cilju može sc 
роб od normalnog oblika mu kog icnzora (5.53). Ova leorcma raSi ma za 
kakav tenzor. 

5.21. U datom koordinainom sisicmu, ćijc čcroo jcdimćnc vckiorc oznučiti 

» •» * »i Ј е 

SC* - « {«, . •,) + ?{«,.«,} + Y {«, . •,) 

simclrićan ten/or. To znaći da i C J. mora biti simetrično, p;i upoicdivnnjem sa 
prvom od relacija (Л 5.7) zakljućujcmo da mora biti: 

a - ± Гш {•, . *,) * {*,. *,) ± Гт {«,. *,i 

Uiraju6 znake plut i mmus u razlićitim kombinacijama tako dobijamo slcdcćih 
ojam rrfenja daic tcn/oivkc jcdnačinc: 

SC, -{'«{•,. •,}“ l'P {•,.*! ) + /y(«i.*i). 

9 1 - - I «{«,.«,} + KP {•:.«,} + Ky {•, . «i}. 

3* - I ■ {•,.••}- l'P («1 • •» }+ }'y {•,. «,). 

2. - 1^« {•, . «, ) - У P {«1 . «1 ) “ f Y {«1 . «,). 

- \ Г * {•.. «,)-| / P{«;. «,} + l / Y{«,. e i). 
a* - - 1 «{«,.«,) + kp {«. • «,) - Уу {«, . «,) . 
a, - Г« {«, . «, ) - {«, . «, М Y ( e i . «,}. 

a, - - 1 i {«, . «, } - {«, . «: } - »' Y {«. . e ,)- 

5.22. Treba, dakk. dokazati da je kod unitarnih tenzora 7 Q=>.Q i t«ha 
паб svojstvenu vrednost X. 

I/vedimo o vcktoru 7-Q najprc jedan opSti zuključak, koji može biii od 
mtcrcu U lom cilju podimo od tcnzora u obliku (4.14) i od vcktorskc inva- 
rijante Q u obliku (4.25). Tako dobijamo: 

7-Q-{T 4 , «*} (T J xc l ) = T 1 |e 4 • (T ( х C;)J = T 4 (T ( • (e, х ej) - Т/(е да e, • T,). 
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pri ćcmu ie vckiorski proizvod jcdini£mh vckiora prikazan pomoću simbola 
Lcvi-Civiia. kako jc objainjcno u Glavi I. Koristcć. am.s.mcmčnost ovih sim- 
holu možcmo p.suii: 

7 • Q - - j !•* T* («. • Ti) - T» («. • Т Д )Ј - 

-4l«uT l (e.T 1 )-« ltt T/C,T,ft 

u drucoj jednakosti su. u poslcdnjcm članu. izmenjcnc oznakc indcksa po 
kojima sc sumiru. Vodcć. raćuna o (1.40), dobijamo: 

<7Q-y«rt,CT # xT.)K^. (Л5.8) 

Primcnimo ovaj ic/ultut na uniiarni leiuor (4.54). čiji koorilinain, vek- 
lori obra/uju ortogonaln« irijcdar jedinićnib vektora. U iom siućaju gorn>a 
formulu (Л. 5.8) daje: 

/nuk plu% ili minus u vcklorskom proizvodu koordinatmh vekiora zavis.će od 
,op d. I, oni obrajujo dcsni di lc .rijrd.,, ij. d. I. jc d.d un,urn, «tao, 
vcrzor ili perverzor. Iskorist.mo li za proizvod simbola Lev.-Civ.u idcni.iet u 
/Ј.Јлка 1.26. pod (6), nalaz.mo: 

7 Q- «л«ј|»(*Ј*0- '2 «.;(•;*•.)- *(*«' *•,)" ±Q 

Dakle. ki>d umiarnih vcktora jc vcktorska .nvarijarua Q svojstveni 

vcktor, i to sa svojsivcnom vrcdno5ću + 1 kod verzora i - I kod pcrverzora. 

5.23. Pođimo od normalnog oblika proizvoljnog icn/ora (5.53). Korisieći pra- 
\ilo za množcnje dijuda i ortogonalnost vckiora •’,. c 2 , i •, kao i vcktora 
•i'. t'j » •V, lako đoka/ujcmo da jc: 

«i ) - / P, (*V. «i') ({«'»'• •'») + (•« • •*) * {•»• •>))■ 

jcr povleđnie dvc dijudc u zagradi pri množenju daju nulu Slićno jc i: 

{•;’. ej} * {«z'. •?')•({«'.*• •'») + {** • + {•> • *>) )• 

\'Vl («v. «>) - \ПИ {«v. •?) •({«;*. «’. ) + {«i'. «i) + {«» . •»))■ 

luko Uu vabirunjcm izla/i. 

7-d'i.; •',')+ rs w. tfi+r 1 ?.«. •;■))- 

•(w. •’,)+(•;■. «ј)+м'. «i)) <*■ 59 > 

Pni mnojiiuc prcdnavlja jcdan n'mctridu tcozor u oormalnora , obliku (5.50) 
(antecedemi i kumurkvcnti pripadaju istom injedru). dok je drugi množittc 
vcrzor u obliku (4.54). Gornjum relacijom jc icnzor prika/an kao proi?\od 
jcdnog simctrićnog tcnzorn i jednog vcrzora. 
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Ako. s drugc siranc, podemu od rdac.jc: M 

К1Г|«'.'.«;)-(1«','.«;)-,М.«У + К.^)) I !ŠW.«t). I 

i jri anulogc dvc. kojc ćcmo ovog puta izostaVHi, sabiranjem dob.jumo: ■ 

*7 - ({«V. «’.} - {«i’. «») + {«». «i) ) * fl 

• (/|Ц {•'«. «'.} + KS («i. «:) + {*V *>})• (Л 5 fl 

ćime je proizvoljan icnzor prikazan u obliku proizvoda jcdnog vcrzora i ■ 
nog simctričnog iciuora. Trcba zapaziu da jc u oba slučaja \crzor isn M 
simctrićan lcnzor nijc. J 

Poito jc bilo koj.m ncsmgularniin icn/orom ЈсГ.п>\апа neka af.na irfl 
formaeija. izlazi *la sc svaka lakva transformac.ja možc »mcrprclirali као Ш 
ccsiu dvcju afimh transformacija. od kojih jc jcdna ćisia ruiocija (opiafl 
vcr/orora), a druga jc ćisia de/ormacija (opisanu simciričmm icnzorom). Рп Ш 
pod ćisiurn dcformacijom podrazumcvamo iransforraaciju рп kojoj sc svj 
dutma u ma kom od glavnih pravaca produiujc (odn. skraćujc) za ГаМ 
jcdnak odgovarajućoj svojsivcnoj vrednosti. 

5.24. Da bismo dokazali da se prva skalarna invanjanta ne mcnju prl ■ 
kakvuj afinoj iransformaciji, pođimo od (5.54) i iskoristimo ćinjcmcu dal 
ir(// ^)-ir Ctf'Ml <>v « * osobma lako dokazujc pomoću piavila matngj 
mnotcnja. imajući u vidu da je irag jcdnak sunu dijagonalmh clcmcnaia d 
ricr. Daklc 

ir 'T - ir (// • <7 • //’ ’) - «r l// • (^7 • // ' ‘)Г ‘г U<7 • // ’ ‘Ј • //1 л 
«-ir«7-//-//- l )-»(‘ 7-&\ т 1'ГГ. 

S druge мгапе, na usnovu rezuliaia zadaiku 4.11. imamo: 
det T- - dd (//• <7 //-‘) - «*cl // • dct 7 dci //“ I - 

-d«(// //- , )-dct7-d«ie <Jci7-dci7. • 

lako da jc pukazano da se ni trcća skalarna mvarijania nc mcnja pri 
kakvnj afiooj transformaciji. 

Da bismo ispitali кзко sioji stvar sa drugom skalarnom invarijanM 
posmalraććmo invcrzni tenzcr 7“' i njcgove invanjunlc ir'7" 1 » dei 7 . 
ofimm tiansfornucijama one ostaju ncpromcnjcne. kako jc pokazano u ovi 
zadaiku. No, prcma rezuliatima zadatka 4.15, njihov kolićnik nijc niSU dnn 
ncgo druga skalarna invanjania posmalrunog tcnzora. Prciua Јопк. i ona osl^ 
nepromcojcna рп afimm transfornuc.juma. 

5.25. Neka jc ‘7 simctrićun tenzor i 7' -//-7//‘' tcnzor dobijen iz n/jj 
рп aT.noj transforniaciji opisanoj lcnzorom //. Prcma rcluciji (4.3H) možefl 
pisai.: 

€7*Г - )// • (7 • //- Ш )Г - (СТ- //-')• ■ •//•- 

-(//-‘) e -7 ••//•=(//•)-' •‘77Л 

poslcdnji izraz slcdi iz činjcnicc da jc tenzor 7 po pictposuvci simeinćan i 
okolnosti da su operacijc koojugovanja i obrazovanja inscrznog tcnzora kort 


i.uiviie. šio jc prika?uno u zadaiku 4. 10. Upoređivanjera (*7')* i T akijuču- 
, c ,no da ćc om biii jcdnaki (lcnzor ГГ simctrićan) jedino ako jc //•-//■* 
ondu ćc bui i (//•)"' =//)• Ч- “^o je aTina iransformacija rotacija. U opStcm 
sIiiCjju. lenzor 7‘ ncće bili simetrićan. Slićan zakljufnk važi i za antisimet- 
rićnc tcn/ore. 

5.26. Proi/vod malnce-kolone (lip 3x1) i mairice vrste (1x3) je kvadraioa 
jiiatncu 1 1 pi 3x3, koja se možc shvatili kao ocki icnzor. Konkretno. 

A, A,B { A,B 3 A,B, 

A 2 (В,В : В,)~ A, B, A,B ; A.B, -{A. B). 

. Л, Л, B, A,B. A,B,i 

V.o /iijći da jc /aduni naćin množcnja vekiora ckvivalenlan Jijadikom proiiroA. 
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i TENZORSaLA ALCEBRA 


6.1. Kao Uo se iz formuk (6.31) nepotredno vidi, prvc dve velićinc jcsu lcn- 
zori i mogu sc predstaviti kao A* 1 " odnosno В%, dok trcća nijc tcnzor. 


6.2. Obe jcdnakosii sledc iz tcnzorske pnrode vcl&nc A, na isti nučin. Naimc, 
ako je л\ mrfovili tcnzor pn transformaciji зд-+хЈ, onda jc on sigurno lcn/or 
i pri obrnutoj transformaciji i 4 -**'. Vi5c formalno, isto tvrdenje sc može do- 
ka/ati i na slcdcći naćin. I/ zadane rclacijc 


sledi 


a'JJL 6 JLa' 

' д*д* ' 


A J 6i * А Р - ЛХ ‘ — — đxJ Al 

д x> д x‘ ' д х* д x> д х* д х' 


(R. 6.1) 


Poito je oćcvidno. . 

(Д.6.1) 

дх* ОХ* дх> дх* 

prema pravibma za nalaienje parcijalmh izVoda posrcdnih funkcija, imaćcmo: 

дх* дх* - џ , i 

ТПТ^ л ’ ■ •/ л » - • 

дх' дх‘ 

ito је i irebalo poka/au. 

6.3. Zakon (6.16) inuisformacije komponcnata konlravanjantnog veklora sc 
može rupisaii kao: 

t d»' дх' df) 



дх' 

дх 2 

дх> 

А' > 

4 

дх* 

дх' 

дх> 

дхг 

дх г 

дх> 

л> . 

лЧ 

дх> 

дх> 

di' 

A'J 


дх % дх 1 гјх 1 
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а z.ikon (6 24) za dvapui koniravarijaruan icnzor ima oblik: . ^ 

дх*_ дЈ1 дЛ дх» дх г di' ■ } 

А п ји a» дх ' dxl дх * Л" A» Л“ d *‘ Ax * Лх ' 

*. *. . ** d i! ii! ^ ^ 

л Л дх. дх » Ох 1 «»** dx* d.d 

jii lO I 1 ' .. ... .. Л н Л >г Л 1> ... 


дх 1 дх^ dV 
дх* дх' дх> 


дх. дх> 6х> дх* дх< д.х* 

[л»л»лЧ дЈ , ЛЈ , dJj |U“ л») Л ј, t j, d j, 

дх‘ дх* дх' I дх* дх' дх* • 7 

Čiiuocu sc osiavlja da, po analogiji, prikaže pomoću mairićnog množcnja рга- 
v iUi (6.10). (6 26) i (6.27). 

6.4. Naćin rczonovanja jc ivlovdan sa onim u jednaćmama (6.4S) - (6.47). 
Žaduna relucija omogućava da napikmo 

Л (P. г)В?-С}, 

Odnosno poiio au ti*; i C*, lenzori i iakon. nj.hovd. iransformacija vlcdc 

“ <631> ' лц,. 

d.T 4 дх 1 дл г дх 1 дх’ 


Ц,, tf} ***£ i£ tii - *± Л (m, I) 
'*' Ч%П д*дх1дж!' дх> дх> 

,||, u< promcnu oznaka nemih indcksa s dcvnc sirane. 


- дх' дх* n „ дх* д>Г 

л <* * ■ " i* Jf * т к '• ’ w 


dx ; di' 


KonaČno izluzi; 


->s “'iSP"-' 

Zliog proizvoljnosli leruora ftf. i/raz u srcdnjoj zagradi roora bili jcdnak nuli: 

• •duklc se unutrainjim množcnjem sa ^ dob ja: 

6 д .Х" 


•dnosno: 


дх* дх* дх> д* дхГ дх 1 дх 1 . 

4 'дх 1 дх г дх 1 дх^ дх^д&д.х 1 


Л (р. q . r) S! *: - Л (р. 1. 0 - jp д Ј~ Л {т - ’• А) 


Nudcm rczultat pokazujc da j« pjsmairana vcličma zaista icnzor. i io lipi Л' м . 


: 


6.5. U koordinaiama х, zadana vdićina (koja zavisi od dvu indcksu) jc: 


д>ф * /аф\ 

д&дх • дх*дх Ј дх'\дх Ј ) 

д fdj> dx*\ «>ф d-a 4 

дх‘ \da 4 дх ч di' \dWdi' dv 4 d.vdi 1 

д /дф\ дх* дх* дф d’x* 
дх 1 Idz 1 / di 1 di J дх* дл*дл' • 

."**-.** ,*♦. . ,*64, 

di‘ di' дх^дх 1 dx* d.vdi' 

Рп dobijanju ovog rczuliaia koriJćena su pravilu zu i/vod posrcdne funkcije 
i гл izvod proizvoda. Kno Jio sc vidi. posmatrana vchćinu ni/e m:or, i lo 
zbog posiojanju drugog sabirka u krajnjcm izruzu. 

6.6. Postupajući na isti naćm kao u prcihodnom zaduiku. i uziriuijući u oh/ir 
da jc Л, kovanjanian vckior, imaćcmo: 

дЛ, д (дх* \ *Р.т* . dv 4 дЛ . 

dli J дх> id *' */ д i' д i J ' дх' д .х ' 

d’jć л дх* дЛ А дх 1 
di'di' * di' дх 1 di' 


,**. *jL * Ak I ^ 

ći* rfi' da* di’ći' 4 


I* 6M 


Ni ova vdićiru (koja zavisi od dva indcksa) nijc icnzor, opci zbog isiog ruz- 

loga kao u prcihodnom zadaiku. Mcduiim. ako obrazujcrno vdićinu — ' ' Лј , 

д\' d.v' 

formula (R 6.5) dajc: 


дЛ, dA] д* дх*1дЛ к _дЛЛ 
di J дх‘ di' di J \dx * дх 1 ) 


(H. 6 6) 


Ovaj rrzuliai poka/uje da vc posmalrana vclićinu iransforinue po /ukonu (6.26), 
ie uko prcdstavlja dtaptn ko\anjontan itnzor. U narednoj Glavi, jednaćinu 
(7.71). b>ćc pokazano da jc laj icnzor. po dcfiniciji. roior kovarijuninog 
veklora. 

6.7. Zakon iransformacijc zadane velićine se đobiju po pruvilu zu purcijulno 
difcrcnciranje posrednih funkcija: 

д * д д /д* \ д /д*\ д.\- дЛ> 

д~*’д*' Л> дЈ' \д* А ГдА*х') А +6х>дх‘ - 
- А. /*£\ Л' + i? Ć *- dA> ; 

дх Ј \дхЧ di‘ дх' д х' 


дЛ' дх 1 дЛ' 


di‘ дх' дх* 


I 
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ppi član prciposlcdnjc jcdoakosii jcdnak jc nuli jcr je — 3 koniUnu. 

Dobijeni rczullat pokazujc da zadana vehčina jeste skahr. Mcđutim, u narcd- 
noj Glavi ćcmo vidcli da ovaj skalar Шје divcrgcnoja kooiravarijanliiof vcklora. 

6.8. Nadimo, najprc. rakon iransformaoje radanc veličme: 

<>-'ф () ф J ф ф дф # д ф 

«Ti~d Х> JTi' ć&di' дх‘ дх> 

ć / а ф дх> \ <)ф дх^ дф дх! 
дх' U v 1 дх>) дх* дх' дх> дх 1 

д* д г л‘ дх^ д / аф\ аф аф д* дх^_ 
дл 1 дх'дх> дх 1 дх' \дх?) <>■»* дх 1 дх 1 дх> 

<»ф д>х> дх 1 <^ф Ол* дф дф дх л дх> 

' дл> дх‘дх' ' дх> дх л дх> дх> ~ д* дх> дх 1 дх> 

м д'х > <>Ф dj^ д х> I <К ф аф аф \ 

“ дх*д& дх>+д* дж*\дж*д* ~дх* дх>)‘ 

Oso čc bili /акоп imnsformacije dvapui kovarijamoog tenrora jcdino ako 
pr\ i ćlun jcdnuk nuli, <Uo će biti kod Imearnih iraAsfoentaciJa (upor. 

/adatkom (6 5.). 

6.9. N.i omiovu rc/ullat.1 7adutka 6.3 moCi ćcmo pisati: 


д*1 дх * 

ј ч дХ 1 дх» дх 1 в 
s дх ' дх^ дх' ' 

дх> дх г дх> * 
дх' дх> дх>_ 
дх> дх> дх' 


(R 6.7) 


ро unulogiji nU (/? 6.2). Ovaj i/r*u ćemo fcoristili u sva tri koord.natna s.s- 
icina /adfllka 

(o) Лко vu л 1 , х 3 i x> o/račimo sfcmc koordinatc (umcsto sundardnog r, 
!». ?), rducija ( R 6.7) daje: 


Д, s.n.^••co\.e , smi-'sinA' cosi J (i') 1 sin-i-’$ini>cosi‘ 

Н. - C'cosi‘ ? cost J i* cosi 2 sini’ — i'sini’ х 2i' sini^sini*— (i'^cosi 1 . 
H . -i' stni’sini 1 л' Sini’cosi* 0 (i , ) , sini J cosi-'cosi , 


H,J \-х' smi’sini 1 л 1 ',ini , cosi J 
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Kada se uvrii matrično mnoienjc, dobija se: 

Ž, -(i , )*sini 2 (sm s i , cos , i , linx , -oos*i , sini , + cor’i J cosi J ) + 

+ 2x , sin , i 2 sin , i J : 

fi, = (iV (si n 2 i 2 cos i * si n i 1 cos 2 i’ - cos 1 i •’ si n i 2 - si n ? i 2 cos i 2 cos i 1 ) + 

+ 2 (i‘) 2 sinFoosi 2 sin 2 i»; 

B t - 2{х*У sin l i 2 sini* cosP - (x')> (sin’i 2 sin 2 i »cos.v 2 + sini 2 cos 2 i 2 cosi 2 ). 

To su kompoocntc daiog kovarijaninog vcktora u sfemim koordmatnma. 

(6). (e) Posiupak je polpuno isiovcian, pa sc ovaj dco zadaiku osiavlja 
/4 samosialnu veibu. 

6.16. Da jc brzina komravarijunian vckior slcdi u očcvjdnih jcdnakosii: 

^ di 1 дх> d* J _dJV ^ 
di дх> dt дх> 

Za komponenic ubr/anja. definisanc na uobičajcn način, imamo: 

- dd d (дх> \ 

* ( '>-a r“*U3" , r 

.±1**)*+**.*'. 

dt \дх>1 дх> dt 

* 

д*\дж >) dt дх> 

m JUL.*+ Ањ 

дх>дх> дх> 

Dobijcoi гакоп iransformacijc nc odgovara (osim /в klasu lincarmh Iransfor* 
macija) ni ko- ni koniravarijaoimm vcktorima. Ho- /nači da ubr/anjc nijc уек- 
lor u smislu opitcg icn/orskog računa. Na ovo рнапје ćcmo se vruliti u 
narcdnoj Glavi (v. zadatak 7.13). 

6.11. Dokazivanjc ide slično kno u raduiku 6.4. Zudanu rclaciju mo2emo. 
pomoću promcnljivih i', napisan kao: 

*U>. ч)ВТ-сГг 

i poito su В? i Cjr relativni tcn/on /adamh tc/inu. imamo nu osnovu (6.35): 
лур . „ Bi- D : i£.^.i£eL. 


дх> дх> дх' 


дх> дх р дх' 


gdc је D skraćcna огпака za jakobijan uansformacije x-+ х. Zamcnimo li sa 
desnc strane CL. prcma zadanoj iclaciji. dobićemo dalje: 

*<,. ов:. 

V дх' дх> дх' дх> дх’ dJt' 



ih, ui prumenu o?naka nekih nemih iodcksa. • - 

д х* дР дх* o0 дх • дХ* дх? 

УР 4 дх 1 д\‘ дх- дх> дх’ дх* 

Тако >с dcfiniiivno dobija: 

f А(р jS^"° 

l дх ' dx’\dx‘ дх* , t 

l/ruv п srednjoj /agradi mora bili jcdnak nuli poiio je lcn/or В* proi/voJjan: 

A(p. ‘У К 

дх 1 дх' 


Nakiudnnn unutruinjim množenjem ia odavde sc dobija; 

dx* 


odnoino: 


а<л 

Л (p. q) 8? = A (fi, I) - /)-»—• Л ~^ џ Л (m. i). 


odukle sc \idi tki jc A(i,j) rclaiivm dvapul kovtnjanmi icn/or А џ težine 
ii', -и,. kao ilo jc i Irebalo poka/ati. Rc/uliai ovog zcdaika poka/uje da ic 
/акоп kolic'mk.i može gencrulisati i na pveudotenzore. 

6.12. Лко jc П, rcl.it i\. ш kovarijanian veklor icžine — 2. ircba umcito (R 6.7) 

дх*'дх\ 

В'\ дх 1 ći 1 ,дх х в 

' дх 1 1 дх 1 дх' дх> ' ! 

1 ■ дх> дх* дх 1 дх' 1 

1 х ' dx f č jL в * * ? 

di» дх * di* 

Pošto su poircbni jakobijum po/nati u Glave 3. eksplicnno pisanje tražemh 
komponcnata nc prcdslavlja tcikoću. Za sfcrne koordinaie. na pnmer. mogu vc 
koristili rc/uliuti /adatka 6.9. s tim iio se sve komponenie joi ddc sa [(iVsmi 7 ] 7 . 
kvadraiom jakobijanu prelazu iz Descanes4)vih u sferne koordmate. 



7. TtN/.ORSkLA AN.AMZA 


7.1. Ncka su м-д', v-.r i i 9-д’ paraboličke koordinaic. Prcma rciuliaiu 
(Л. 3.1 1) ir zadatka 3.12. možcmo meinćku formu pisali u ubliku: 

di' - [(х 1 )* v (**)*) l(d*? ' (Л } )П т (X*) 1 (*»)> (Л*)». 

odakie inamo meirirti lenzor: 

(x»)* + (jH)» 0 0 | 

f- 0 (r*>* I (д^)» 0 

0 0 (Д , ) , (А , )> I 

Konjugovaai meirićki ien/or će, па osnovu (7.11). biii: 

- 1 0 0 

<*V - (.tV 

" 0 0 

(»V +(**)• 

0 0 

Na osnovu definicijc (7.47) za Chnstofrcl4>ve simbolc prvc vrstc odasde na- 
U/imo: 


1 

/*lu 

+ f*u. 

.£*кЛ 

1 


2 

Id.v' 


<>x'j 

" 2 

dx« ’ 

1 

/ а /џ 

+f*i- 

.^ЈГцЛ 

e - 

Л1£и.. 

2 

\*>х' 

d.r* 

дхЧ 


2 dx» 

1 

• • 

(*S» 

fft« . 


1 -- 

Л^-.о. 

2 


dx' 

it'i 


2 dx» 

1 




i 

fftL- s». 

2 

Ur* 

■ . 

đr 

d.t 1 ’/ 

! 2 

a.t» 

1 

/ffe 

т^Н. 

_ d *.» 

k 1 


2 

Ux» 


d.v* 

1 2 

dx' 
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г , . 

_ 1 

/^ži. 

И*' - 

-ifal-o. 


* ll-j 

2 

Ux« 

ах* 

dx>/ 



г, . 

1 

s— — 1 


f4&i- 

-I 

1 

s 

а -£и-о. 

• u.i 

2 

U* 1 

d.t> 

dx'/ 

2 

dx> 

г.. . 


l a JjL 

/-*11 ?-М-0. 


* IJJ 

" 2 

U* 1 

dx> 

дх*/ 



**!*.» 

1 

= 2 

(**1 

Ux* 

dx> 

-|«ч 

1 

|5 

• 


Г„.| 

-г,«.,-* 





Г«м 

-Г,«-* 1 , 





1 a,.j 

-г„.>» 0 . 





г.. . 

|_ 

( д Љ 

+ д љ 

-to»V 


i 


“2 

U*» 

дх г 

dW 


2 дх> 

г„ . 


1 д Јп 

+ д љ 

.«&iV 

1 

m — 

*^-х*. 

1 Jl.I 

” 2 

Ux* 

дх* 

д X* J 

2 

dx* 

Г.м 

_ 1 
“2 


љл, 

д х* J 

-- 

1^1. 0 
2 dx> 

r... 

Ј 


+ д љ>. 

- д Љ\. 

-0. 


• 3J.I 

" 2 

l ,) Д- 

дх> 

дхЧ 



Г,а . 

■ 

1 

( д Љ 

+ д Ј”. 

-iiuV 

.1 

а Љ-о. 


~ 2 

U** 

dx> 

д X* J 

‘ 2 

dx> 

r , « • 

_ 1 

/**>1 

/*». 


^У.-(х«)*х* 

• U#l 

” 2 

U.t* 

* 1 х' 

dx>/ 

2 

dx* 

Гп„ 

- Г, 

м-0. 





г,,., 

-Г|»д-0, 





r»,.» 

-г, 

io-* 1 

(■O’. 




Г»а 






Г,*.ј 

= г. 

t.J-0* 





Г,.м 

= Г j>.> - (х 1 ) 2 х 1 , 




г„ . 

_ 1 

/đfji 

+ ^n 


± d *>L~- X >(xV, 

• ii. i 

” 2 

Ux> 

dx> 

dx'/ 


2 д х' 


-(**>>*. 


Г _±/**L + **u_**iiW -1 *a- 

2Ux> ал Ј dW 2i^ 

г 1 /<**>» , * 1 и д *»\ _ 1 д *» ,,Q 

140 2 Ux> дх> дх* ) 2 дх> 

Ukupoo im* 27 CbitsiofTel-ovih simboU prvc vrstc u trodimcozionom koordi- 
natnom sistcrau. U goinjim izraiunavanjiraa jc kon&ćena i simctrija ovih 
simbola. irražcna jediučinom (7.48). Za nalatcnje Cfarisiofrel-ovih aimbola 
druge vrste poći ćemo od dcfimcije (7.50). TaJco dobijomo: 

rli-f 1 * г ||в 4 -g ' “ r lw r llJ+ g" Г 1М - 




W+l*Y' V^+C*^' 


u daljcra cemo jsostavili ekjplicitno pisanje sumc po nekoin indcksu, i u 2 ećcmo 
u obair da su samo dijagonalni elemenn mctnCkog 1 konjugovanog mctrićkog 
icniora razJićiti od nule. pa imamo; 


r!.-i’*r - 

Г|,-*“Г 1| . Ј ,-*"Г 11Ј -0, 


(*'>*<• (*V ' 


г!,-*'* г № .-*" г,.4 - (x y ; (i .,. • 

г!.-*’*г л .-* ,, г,. Ј -— — . 
r,W‘r 1М“ f“r lW -o. 

ГЈ|-« в4 Г л *-*«Г |М .0. 


ri.-r!,- 




г«-г; 2 - 




ri,-r? a =0. 


r“-* , *r-.-* l, r,M-- ( -i ¥ f^. 

Г”-*' , г--*"г--м4у. 


г » 

^Г ;1 . 4 

^‘ Ј Г„Ј 

-0. 


• • 

rl, 

* ,4 Г:М 

-g'T«., 

=•0. 



Г,1 

-g'- 1 Гц.а 

g ??r -.r 

-0. 



ri. 

^‘r., t = g’ j r ;u 

1 

“х 3 

• 


Г||. 

*'т,, 4 . 

-g'T,.., 

-0 



Г'и- 

g i4 Г Ј( . 4 . 

-fT,,, 

-o. 



гЈ, 

g“ r„ t4 

f Ј ' Г„ J 

1 

’ л 4 

t 


ГјЈ 

^T^-fT*., 

«0. 


* 

rii 

1 М Г Л4 -**Г ЈМ 

= 0, 



ri 2 

х и г,, 4 . 

' g ,j г ла 

1 

x J 

• 


rjj 

g'*r lk4 -f"r A , 

Лт — 

(*•)»+ (*»)*• 

rl, 

8 ik Г И .,-^Г МЈ 

^ — 

(* 

U') J 

■?** -. 
♦ (х 4 )* 

rJi-f^r^-f”^ 

-0. 




Ukupno ima lakodc 27 Chri»to(Tel-ovih simbola druge vr»tc. U parabolićkim 
koordinuuimu sumo po 14 simbola obc vrstc jc ra/lićito od nulc. 

7.2. I'osiupok jc istovctan м onim u prethiKJnom zadatku, pa stoga navodimo 
'Uino rc/uliate. 

(<т) U Pescaries-ouhi koordinatama su svi elcmcnti meinćfce lenzora i 
konjuguvanog mctnCkog icn/ora konstantni (dijagonalm м jcdnaki jcdinicl. 
iKtali su nule). lako da su rri Chrislo/fel-ovi simboii jednaki mdi. 

(6) U cihndrićnim kuordinaiama se, pola/eci od numenćke forrae (3.13), 
dob ja: 

<* 7.1) 


Гјј = -х\ 


fS I 

Г 12 «• Г Ј| - - , 


ssi ostuli vj jednaki nuli. Ovdc jc x l -p, дг*-9. x'-x. 

(r) U s/ernim koordinatama sc slično, ru osnovu mclri£fce forme (3. 18), 
nulu/c slcdcći rc/ultati: 

Г «1Ј- -jc'sin 1 ^, Гцј --(*»)* »ie^cos^. 

Г I,.- “ г 1,., - Г 1М -Г „ J = *• sin' х 2 . 
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<Л. 7.2) 


r ,v, *= г «л - 1*') 1 wn cos лг* ; 

Га=-х\ ГЈ,~ - i'sin’jr*. Г;,- -sinv4osx\ 

pj r i I —i _j I 

Гц-Гј, - — . Г,1-Г„- 

x‘ х* 

r',-r«-cigx»; 

svi ostali su jcdnafci nuli Ovde jc л' >-r, \'-9- 

7.3. Pođimo od хакопа iransformacijc Chrisioffcl-ovih »imbolu prvc \rstc 
(7 49) i izvriimo unuiralnje mnolcnjc sa g - Tako nalu/imo: 

=. дх^дГд*-^ #*L**r t *. 

^ • m "+di‘dx'dx* t gm •• 

Poito je g° dvapot kontravarijantan ten/or, dcsnu stranu moicmo na osnovu 
/акопа transformacije ovih tco/oru pisati: 

*£_**_*£** . 

• д* дх> čVdi'd* " 

<У_Г- дх- дх' 

4 дх'дх> дх 1 дх џ дх* Ктт 

дх> дхГ-дх' . дЧГ д*> ^ 


jcr ј с ро pravilu /а d.fcrcncirunjc posrcdmh funkcija. 

dx* дХ* дх* 

Daljc imamo 

r - — - Х "— r -Г, ,**•**>*..- 
1,1 dx'dx>ćx’ g дх>дх*дх’ - 

дх^дх-д* г , d 2 x~ di' , 
дх*дх>6х’ dVdK'ds’ 

gdc jc. u prvom ćianu poslcdnjcg i/ra/a, iskoriićcna dcfinicija Christoffcl-ovih 
simbola drugc vrste (7.50). dok je u drugom ćlanu u/cta u ob/ir rclacija (7.10). 
Daljom transformacijom ovog drugog člana dclinilivno dobijamo: 


av*)x-d*-r^ д*х~ дх> 
" dS'di'ds’ čt'ći'ds" 


<*■ 7.3) 


odakle $c vidi da u opstem slučaju ni Christoffel-ovi simboh druge vrstc nisu 
icn/ori. Jcd.no pri luieamim transfonuaajamo, kad drugi ćlan desnc sirane u 
(Л. 7.3) oipada. гЈ sc ponaia kao dsaput ko- i jcdnom koniravar.juman 
tcn/or trećeg rcda. 


7.4. Prva od navcdcmh jednakosti slcdi ncposredno iz dcfimcijc (7.47) Chris- 
»olTel-ovih simbola prvc vrsie: 


_i, 


I 

+— 1 

[ д Љ 

2 1 

дхг дх 4 / 

1 2 1 

[дх< 

-il 

д *~ 


( dt fe 

2 \ дхГ čx* j 

Јљ>Јљ- 

f 2 



дх~ дх • 


<* 7.4) 


u pornjcm irra£unavanju je iskoriićcna osobina simcirijc mciričkog tcnrora, 

Nii ~ • .... 

/л dokazivanje druge jcdnakosu poU/imo od oćcvidnog identitcta: 

I/ koga |е, eksplicitnim difercnciraojcm lcvc stnine. dola/i do 

odnovno, ako iskoristimo upravo dokazanu rclaciju (Л. 7.4), 

~ - *“ (Г '- * + г *- > у 

o хГ o X~ 

Unutratnjim množenjem sa к* dobijamo dalje. 

Inncnimo li ozrukc nckih inđcksa, dobijamo defmitivno: 


£--(г| Ј _+*"гу. 

ОјГ 


(A 7.5) 


Najriid, treću zadanu jednakost то/хшо dokazati polazeći od rclacije (7.9). 

г-1/.са *). 

u kojoj se sumiranjc podra/umeva sarno po * (j moŽe imaii bilo koju Hksi- 
ranu vrcdnost). Poito G(j. k) nc sadr/.i eksplicitno g A . imaćemo diferen- 
ciranjcm: 

*>. 

u tukodc i: 

U. ■ 

čx~ dg A д X" д х" 


314 


gde sc. u skladu sa pravilom za difcrcnciranjc posrcdnc funkcijc. ovdc pod- 
razumcva sumiranje i po j i po *. Iskoristiroo li sada idcntiict (Л. 7.4). do- 
kazan u prvom đelu ovog zadutka, immćcmo daljc: 

• -*- - a u. *) (Г„. . + Г_ j)-gg* (Г„ . + г,_,> = 

дх т 

-tru+grL-^gru. 

gde je G(j, k) izražen poraoću rdacije (7.11) i. u poslcdnjem izrazu, izmc- 
njeoa oznaka ncmog indeksa. Odavdc jc: 


ito jc i ircbalo doka/aii. 


7 gdx" дхГ 


(R. 7.6) 


7.3. Ncka jc A, dati input kovarijantni tcnzor. Rczonujući na isti načm Lao 
u Lomcntaru jcdnaćina (7.60) -(7.62). /akljućujemo da jc unutrainji proizvod 

Аф — ~ — i/vcsian skalar, ćijim difcrcnciranjem p«> luku gcodczijske linijc 

ds 4b ds 

dobijamo opet skalar. Dakle. po analogiji sa (7.60). imačcrno: 

dl. dx/dx>d*\ 


d / dx* dx>dx*\ 

*( А »***Г 


odnosno. nakon diferenciranja. 

*Л Ф d* dx> dx> dx* л 4 '* ix* dx* ^ 
дх* ds ds ds ds '* ds 1 ds ds 

d*d>x>d* d*dx>4'* 

Zamcnimo li drugc i/vode koordinata po luku gcode/.ijskc linijc prema jcd- 
naćinrma (7.57), dobićcrao dalje: 

дАф dx* A* dx>_ tLč_ ^ j./ dt 9 dx* dx^ dx* 

дх* ds ds ds ds M ds ds ds ds 

d* _ , dx • dx? d\ A i /х* i ix» * dx* dx* 

- л « * г "^ л л *‘л ~* Т " £ * ■ 

Izmcnom o/naka nckih ncmih indcksa, odavdc dobijamo: 

дЛ 1А d X* dxf dx’ dx* ^ j., dx' dx*_ dx>_ dst_ _ 

дх* ds ds ds ds ’* * ds ds ds Js 

di' dx> dx* dx* , dx> dx> dx * d* 

** A uk 1 M ~Г ~. r ~ л * 1 ** ~r ~г T ~~Г " 

ds ds ds ds ds ds ds ds 

dx> dx> d* dx<\dA.,> . 1 . 


ds ds 







Na osnovu мкопа kolićmka zakljućujcmo da izraz u srednjoj zagradi mor^ 
hui ćcori puta kovanjanun tcnzor, koji ćerao, po analogiji sa (7.62), zvaij, 

кошципш i:\vd lcruora -4 JM : ; 


Л.*., — ^^»1» " -ГЈ, <4^,. 

Ох* 


(Л 7.7) 


О\о jc ncpoircdnu gcncrah/acija formnk (7.62) kao Uo sc lako vidi. 

Posmairajmo ud jcdan dvapui kovarijantan i dvaput kontravan>uitan 
tcnzor, лЈ, i obra/ujmo njcgov kovarijantan izvod. Radcći po anakigiji u 
posiupkom u jcdnučinuma (7.63)- (7.66), poći ćem»> od njcrau asociranog ćetirt^ 
puiu ko\arijuninog tcruora. Njcgov kovarijantm i/vod će, 

prcmu gornjoj lormuli, biii; .< 

4 „u. m * ~ ’ Г /-^*~ - ГшЛ^, - 

-■ ■ • (л" g, t g w )- х« - Гј*л"^^^ ¥ - • 

0 X" 9 ^ 

- r* m A* g" - Г Ј. - * 

f 

- Г 1~Л" g ¥ ■■ Г 'ртЛ^ gpk gj - Г[ т Л" gf. g ¥ - - 

— Г !тЛ* gfkgv 

U Kornjim jcdnnčmanui jc i/vr5cno vrućanje na prvobitni tcn/or (dvaput ko- i 
dvupui komruvurijanlan) i ckspl citno difcrcnciranjc prvog ćlana. Prcgrupisa- 
vanjcm ćlancvu i koriUenjem idcntiteU (7.64) dobij/mo daljc: 


'U-, 


°a д- ** **(£*£ ~ г *-^ ) * 

Ли gf* ~ Г *#• ) “ Г ‘- Г[тЛ? gftgj** 


- Г1т Л" g^ g^ - Г[т Л? g^ g^, 

Lnutrašnjim množcnjcm u f'g" dobijamo daljc: 

r* *•' Л. м m - % K K + Л7 K ^ л? к r'mm - 

-г',тл1КК- г',.л?КК- 
- Ј> + лг, а r ^ - r- - г^: 
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Na osoovu zakona koliĆnika i/la/i da izraz sa d«nc stranc mora biti tcnzor 
petog reda, i to dvaput kontra- i triput kovarijunun tc po unulogiji sa (7.66) 
možemo pisati: 


+ г'„л“ Г'„Л 1 Ј 


(K 7 8) 


Dakle, kovarijamni izvod proizvoljnog tcn/ora sc dobija kada se parcijalnom 
izvodu komponcnata doda, /а svaki kontravarijantm indcks, po jcdun ćlan 
lipu poskdnjcg ćlana u (7.66) i odu/mc. za svaki kovarijuman indcks. po jc- 
dan ćlan tipa poslcdnjcg člana u (7.62). 

7.6. (e) Po&to je spoljašnji proi/vcul dva tenzora takodc lenzor, A\ в[ т -C*"". 
imaćcmo na osnovu (K. 7.8). 

csr. - ст + c;- . r; a - r; cs- - r:, c* - 
- JL (a! bT) * r иУ. *'? + г:.и: в'Г . гг, А! Bt - 

д X 9 


-r'.A', вТ rs,ai«^-(j^+r' w ^:-r;^)e: 
+(j£ +г'~вГ+г1в:-П.вт)а!. 


Ovo sc oćcvidno svodi na: 


(Л\В?).,=А\.,В 1 Г 


(K. 7.9) 


ito znaći da za kovanjantno difcrcnciranjc proizvoda vali islo pravilo kuo zn 
obićnc izode. 

(6) Nudimo sada kovanjanine izvodc mctriikog i konjugovunog mcinćkOf 
tcn/ora. Prcma pravilu (K. 7.8) nala/imo 

K.B., - -*£-r г....*, - r г„. .*» - 




( K 7.10) 


Jcdnakost poslcdnjeg i/ra/a nuli slcdi iz (Л. 7.4). zadatuk 7.4. pod (đ). 
SJično tomc. za konjugovani mctrićki tcnzor nalazirao: 


+ Г'„*"+г:.*"-0; 

с)л- 

ovo sledi a rdacije (K 7.5), dokazunc u zadatku 7.4. pod (6). 

7.7. Prcma zadanoj mctnćkoj formi, ovdc je 

g„ -I. *..-(r J ) J -<v , | J . 


(K. 7.11) 



а svc osiaic komponcnic meJrtCkog lenzora su jcdnake nuli. Sioga jr. 


Radcći dirckino na osnovu definicionih formula (7.47) i (7.50), nalazimo da 
slcdeći Chrisioffel-ovi simboli različiti od nule: 


Г Г — — *i 

1 1ЈЛ 1 l|,l •» * 


I u , — х 1 , Г , , , — .x~; 


л - а 


Га- 


“ С*У-С*У (^-(^ 

Rclacije (7.57) sada daju slcdcće difercncijalnc jednačine gcodc/ijikih linija: 




dx' V » 


d’x* 2x l x*_ 

di' 1 (х') Ј -(*У * Л (х*) 1 -(**)> 


<:■)' 


šlo nijc icško proveriti. 

7.8. likspliciinim piianjcm izraza (7.69) nalazimo slcdcću jednačmu za divcr- 
genciju daiog vckiora pomoću koniravarijanmih komponcnaia: 

дЛ х ćA l дЛ у /_| _2 r i ч jt 

dHf*'- — ; + — + -— + СГ 1 * + Гаа-к Г» к)Лг - 
дх' д х* дх % 

_^ + ^ + ^ + (rUri. + ri,)4' + 

dx' dx* д х* 

+ (Г li + ri, + r к) л 1 + (r !, 1 r L + r io Л‘. 

Polrebni Chrisioffd-ovi simboli drugc vrste za purabolićke koordmaie nadem 
>u ii /adaiku 7.1. Pomoću njih prcihodni izraz dalje posiajc: 

. дЛ' дЛ' 0Л' 2х' . II 

+ Г_2£_ + 11^о.л 

Lw+(xy x*j 

l’oito su parabohćnc koordinaie orlogonalne, veza izmedu fi/ićkih i konira- 
varijanmih kumponcnaia izražcna je jednačinom (7.44). koja s obzirom na 
kocficijeiue mciričkog icn/ora dajc: 

Л, 1;,Л х -\'{х х )' + {*•?>. 

4 a =fgn* a 

' 4 СЈ1=^Л , -* , х : 
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Prema lorae, za divergeoc.ju dobijamo. 

M *,> i. м 


div Л‘ 


M_ А{ 4 

dx>L»V) , + (* , ) , J *** dx> x'x J 


Г 2x» 


il_ Г ** h il 4»> 

Х'Ј|^)Ч(М lu 1 ) 1 + (**)? rt* 1 ? + (**)* 


Nakon difercnciranja i srcdivanja nalariroo: 


div Л 1 - 


i_ri4y + iiel +J-i% 




i ] л,> г fL + il lo) 

X' J F5 5 ? + (X’V \py + (X 3 ) 1 X’J 


7.9. Na osnovu definicija (7.73) i (7.75Х kojc tc mogu ncposrcdno gcncrali- 
sati na slučaj icnzora vilcg reda. imačcmo: 

1ЛГ , Л- fiAf , „ . . 

lxr +r ” ' + Г « А ‘- Г - А - )-£-•■ 

-*£*lr‘ m Af + ri. A f-r m A»)!£. 

7.10. Polazeći od defmicije divcrgcncije (7.69) možcino, u/ ianern* o/naka m- 
dcksa, pisaii: 

а*л’-л:,- л -^ + лт:,. 

O X? 

Ako iskorisiimo idcniiict (Л. 7.6). dokazan u zadaiku 7.4. pod (c), imaćeino 
dalje: 

div п - ■£+ 4. 

«>х' »»х* dx' к« «>.v' 

u zadajcm i/nuu jc izvricna i/.mcna oznakc ncmog mdcksa (r— p). Daljicn 
iransformacijama nalazimo: 

» ,,s 

iio je i trchalo poka/an. PoSto je. picma jednačini (7.72), laplasijan dcfim* 
san kao 


А *- Л И9- 


gornji izraz za divergcnciju daje neposrcdno: 

а *','Д(*«-2) 


(R 7.13) 




I 


Osuje joi du sc poblcdnji iaa7 ck»p<)citno napiše u cilindričnun i sTcrnim 
koordinalama. U iihndrićnint koordinaiama irnamo 

,«.\c omuIc komponcntc konjugovanog mctrićkog tcnrora ли jcdiukc nuli, jer 
»u u pitunju oriogonalne koordinatc), pa jc: 

ф АохЛ дхЧ дх*[ WdX*\ dx*\ дх>1) 

- L *-U*SL t (R. 7.14, 

л' дх'\ дфЧ (Х*)*д(Х*)> д(х*) : 

što ic poklupa iđ 1/ru/oin (3 40). jcr jc X 1 -p, јг*-?. х*«?. 

U‘ ijernnn kuurilinulania vlićrto imamo: 


1 , #»•- ! , 

• (х') г (r'^sin* 


Uko du jc. 


Лф 1 -I 

(!•■»> ип.«4вл>1 S.'J J.'L («')' tfr 1 ! 

+ -- — ! — m. 

(»',* rtv'[ cl.t'J (.т , ) Ј sin.r* dx4 дх*/ 


l_ д>ф 
(.v*) 1 lin l .\ : d(.vy 


% 

(Л. 7.15) 


Imujući u Vidu d.i jc ovdc .v'«-r, л r-». л*-?. dobijcm rc/ultat jc podudara 
sa (3.44, 

7.11. Nađimo kovurijantnc izvode drugog rcda koji figuriiu *a levc siraoc га* 
d.mc rclucijc Prcma opMcm pravilu (Л. 7 8, mućcmo: 

... /■».< г . . \ г . /<>■*. r . **. iA . r - 
Н^~ г - Л -У r »[r*-- r ' A Tiš-*’' ТУ’ 

- л ' - 2 1: r - -'&ПЧППЛ.+ г;, r. л 


Oiavdc zamcnom ши mdckva j i k nalarimo i: 


л * Л ‘ дА 'Т' 4 д Л 
LAJ дх*дх' дх» 1 *~ 'дх> 


дГ>, дЛ, г , 
~TZT - ZZk 1 !• ~ 


- л Љ* л +ГЛл,+гиг в л.. 

дх 1 

Odurimanjcm ovih dvcju reiacija, vodcći raćuna o simciriji Chrisioffelovih 
tunbola druge vnie po donjim indcksima i o mogućnosii i/incnc олпдке nc- 
mih indcksa, dolaaimo do: 

. . (дГи dO rr . r . r ). 

A i, џ~Л,'Ц -1^7 — Jjf 41^1*.-1л1*|ј л ,, 

odakk vidimo da i/raz u aagradi prcdsiavlja iraieni icn/t»r Du jc la vclićina 
zaisia icnzor slcdi iz zakona kolićnika. Daklc: 


*+ " 7$ ~ + г * г *‘ ” ri * ri 


(Л 7.16) 


To je truicni cksplkiini oblik Ricmann-ChristoffclHjvog lcn/oru. činjcnica du 
on nije u opiicm slućaju idcnlićki jednuk nuli ukazujc пд lo du kod viicslru- 
kog kovarijaninog difercnciranja rcdoslcd nalažcnja izvodu ima odrcdcn znaćaj. 
Kovarijanuum difcrenciranjcm najpre pn ^ a zaiim po x l dobija sc rc/ullai 
razliću od onog pri kovahjantnom difcrcnciranju prvo po д Ј pa po У. 

Riemanrt-Chrisloffel4>v icnzor (R. 7.16) sc mofc izrazili i u alicrnaiivnom 
obliku. pomoću ChrisiofTcl-ovih simbola prve vrvie. U lom cilju jc poirebno 
poći od vczc (7.50) i iskorntiti idcntiict (Л. 7.5) iz zadaika 7.4 pod ( b ). 
ćuaocu sc ouavlja za tamoMalnu vcžbu da рокаЗс da jc rczullai: 

*U - 7 $-') • «"l* (Г 1+ , г„„ - г„, Г л „). <*. 7. 1 7 ) 

7.12. Nađimo najpre ckspliciun oblik kovanjaninog lcnzora krivmc. dcfmisa- 
nog u zadatku. Polazed od (Л. 7.17) i obra/ujući ukazani unuirafnji proiz- 
vod. nalazimo: 

*. A , -«**&-*•'».. (7$*- + *„*••*- (Г. г . Г„. , - г* , r,.. ,, - 




% - + 1 - (г.„ . г и . . - г л . г,..Д 

0 Х‘ 0 Г 


(R 7.18) 


Navcdcni idcniileii se lako dokazuju na osnovu ovog obliku kovurijamnog 
icnzora krivine. vodcći računa samo o osobini simcinje po prvini mdcksima 
Chhsioffd-ovih simbola prve vrsic i o njihovoj dcfmiciji (7.47, Prmicrj radi. 
dokazaćcmo ovdc idcniiid (oi dok ćc osiab dva biti osiuvljcna čiiaocu /и 
samosialnu vcžbu. 


u KO|», t i4 lilikd 



Лко umenimo mes.a prvog i drugog para .ndcUa u >»W.anwom .№ 
A.ru krivmc, dob.ćemo: 

д Љ-. - *Љи + r - (Г„ ,r u , - г* . г л J. 

* dX* д* 

^ГвГК-Ј1*Ј' '££Т*»«.; »» •** Т* 0« Q ,orfe^v.h 

Mmbola, može »е proven.i ncposrcdnim dilcrenciranjem. Zaisu: 

2 d*Ad* dW 2 dz-\dxi дх>1 

L + 

2 Ux'dx' dx*dx* dx'dx* дЈдх*) 

дГ л ,, дГ±. I d — 

^'Т^ТТЛах^х* dxj 2ćyU dx* 


Ч(. 


д д «„ , »ђј. . _*»*- . 

дх^дх 1 дх*дх* dx*d*f д*дхЧ 


Ovim je iviovrcmcno doka/ano i važenje idenlilcu navedenog pod (o). Osula 
dva sc doka/uju n* slićan načm. 

7.13. Razlog /bop. Loga je poirebno ubr/anje dcfmisali kao apsolumi izvod 
br/inc po vremcnu pro.zilazi iz reicnja zadaika 6 . 10 . 

(/ cilinJriiinm koordinatama su koniravarijanme komponenie brzmc. 

- 4 . - 4 . -4 

<* dr . « 

(imaii u vidu da jc ovde x*-p. X»- 9 . **-*). P» su fizičke komponrn.e, prc 

ша (7.44). 

s.i-fibj-«'. ч И "К5.-Ј -*’*’• •b.-»'S 7 -A 

,cr jc mcirička forma obl.ka (3.13). Prema rezuluiima zada.ka 7.2. nala/imo 
/а komravanjanine komponenie ubrzanja: 


- di - Л Л + -Л л Л' U/^ 

jcr jc od »,h Chri.tDffd-ovih simbola sa gornjim јиккаои 1 « «шо Г п- 
ra/ličii od nule u cilindričnim koordmaiama (v. zadauk 7.2.). Slićno imamo. 

, 8v* <Px* r ,rfd rfr* d s X* 2 dx|dx^ 
fl 3 *| И Л 1+ ** Л л 1 X' dr *Л 

, Sv* d : х' , dx« dx‘ гГ-х' 

*-ТГ 1 г* m ~**~ *' 


Fizićke komponenie ubrzanja su. onda, 

Uu)-| S;2 д' — X 1 Х^ + 2 X* X* , 

^tll “ iTjJ “ *’• 

Poslupajući na isiovdan način. za л/сглс koordinale sc na osnovu mcl- 
rićke formc (3.18) i ChrisiolTel4»vnh simboU nadcnih u /adaiku 7.2. nalazi: 

»ки-х 1 . »ш-хи*. »цј-х 1 smx s x*i 

«!(„ - -V» - X' (X*)* - x» Sin 1 X S (A 1 )*. 

o u , -х* Jr* + 2 1' х 5 - X* sin x“ cos х* (х 1 )*. 

Оцј-х' sin .r 1 X* -f 2 х' cos х г х* X* + 2 sin х* х* х*. 

Ćiiaocu se osiavlja da ovx rczulute samosulno proveri. Tačkanu iznad koor- 
dinaie označeni su izvodi po vremcnu. 

7.14. Kinetićku energiju malerijalne laćke ćcmo izra/ili na slcdcći naćin: 


7*-- m 

2 




lako da difercnciranjcm dobijamo: 

il.l.ifl (**: • 

4>x* 2 dx* 

s--* 


JrUt*j дх' 


Obnaujmo sad izraz navcden u zadatku i iransformitimo ga izmcnama o/naka 
neraih indekva, da dobijemo: 

±\±(*г\-”].' Л *+ а мг*-улу«- 

-*-*+! 


2 дх! 


2 da' 


-«**+т(т , ;4 г * ' ч+г -** ,ј '- 

2 \ dx' d.\' дхЧ 

Cbnsloffel4»v simbol prvc vrsic. koji sc ovde pojuvio. možc sc dovesn u vczu 
sa Chrisioffei-ovim simbolinu drugc vrslc na osnovu relacijc (7.50). Unutrai- 
njim množenjem sa g u , naime, izlazi: 

fh 1 v-fhf* г у. i - *5 Г,ј. i - г о. «• 


м 



liiko da posnialrani irraz dalje daje: • 

- *' +* м г;*'*- tfk (*' л г; i'). 

Kuo ho jc u prcihodnom zadaiku dculjnije pokazano, izraz u zagradi pred- 
siavlja konlravarijanlnu komponcniu ubrzanja, o'. Daklc: 


1 \—( đ !\ д !] 
m[*U**J d^J” 


tfk 


što dajc iMieni rc/ului. 


7.15. Poipuno analogo posiupku u zadaiku 7.8. dobijamo »ledeče rezultatr 

h Ux,)l + Trh - h l,in ** A ' :i] + • ' 

/л cilindnOnc (л* -p. х*-* 9, x l -r) i sferne (z'-r, i'-a. л Ј -9) koordinaie 
rcst»cktivno. čiiaocu ле preporučuje da proveri ovc re/uliatc. 


r 


•I 

■I 


a. siri aiuHt aps I клктми NonatA 

8.1. Jspravnosi aavcdenib rclacija se dokazujc na slededi način. 

( 0 ) Dodati ( - л) obcma siranama роЦглс jednakosti. pa zaiim iskorisiili 
komuialivoosi unutrainje kompozicijc i relaciju (8.4). 

(/>) Dodau obcma siranama polaznc jcdnakosti ( у). 

(c) Na osnovu (8.3) i (8.7) imamo: 

X лфО •• X лг a (X + 0) х - X д 00 х, 

pi uporcdivanjcm prvog i povlcdnjcg i/raza u lupisanim jcdnakosiinu vidimo 
da je zaisia Ох-0. 

(</) Korisicći jcdnačiou (8.6) umcsio (8.7) imaćcmo. po aiulogiji sa re- 
lacijama iz preihodne laćkc, 

X хфв - X х - X (хфб) - X хфХ 0, 

odaklc je Хв^О. 

(c) Poiio je, na osnovu jcdnaćine (8.7) i malo pre dokazane relacije 
P°d (c). 

x0(-!)x-(l-f(-l)]x-Ox = O. 

uporcdivanjcm polaznog izraza sa (8.4) nalazimo (- l)x -(-.t). 

(/) Doka/ivanjc pcve od navcdcnih rclacija /asniva sc na okolnosti da 

sc, ako jc Х 4 О. polazoa jcdnačina možc pomnožiii skalarom — , i lako do- 

X 

biii --(Хх)- — 0. Dcsna sirana ovc jcdnakosii jc jcdnaka nuliom clcmcniu 0 

A X 

u skladu sa ( d j. Lcvu siranu mužcmo iransformisau prcma (8.5) i (8.8) pa 

pisaii -|-(Xx)-|^-X јх- 1 х-х, odaklc sc onda nalazi х-8. Doka/ivanjc 

ispravnosii drugc rclacije je ncposrcdno, jer ako bi u relaciji Xx~0 bilo Х + 0, 
dobili bismo х-0 suprotno preiposiavci da je хфО. Zbog ove koniradikcije 
je jasno da nc moie biii Х + 0. Ij. mora bili Х-0. 

(g) Iz X х — X/ najprc пл osnovu rclacijc pod (6) slcdi Хх0Хј»-О, ij. 
X(x©>‘)-0. Ukoliko jc ХфО. prcma osobini dokazanoj pod (/) imaćemo 
odavde х0/ = О. ij. prcma ( b ). x->-. 
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(Л) Dokazivanje ovc relacije je analogo prethodooj. Zaisu, iz 
slcdi nnjprc ЛХ©^А -0. a odatlc (Х-р)дг-б. Mto je *+6. osobma (/) dajc 
Л-[А~0, Ij. X — ja. 

8.2. lloldcr-ovu ncjcdiuCinu moćcmo prcpisali u koncizoijem obliku ako ц\с- 
dcmo vcliiinc 

• q * P» 

**"Г= ТТГ* 


{|, К1 ' 


{|, К| '} ; 


Ova iicjediučina iada. naimc, poslajc: 


i u ovom obliku će biti nujlakic dokazati je. 

Poluzna tućka /ii ovo jc clemcntarna ocjednakosi 

fl' Л* 

ab< — + — , 

P Ч 


(* 5 I) 


(Л 8.2) 


I . I 


koja va/i zu a .-0, Л>0 i pozilivne brojcve p i q takve da je - I i 

p>\. U cilju dokazivanja ncjcdnakosii (Л 8.2) zapazićemo rujpre da je ona 
irivijalno zudovoljcna ako jc jedan od brojcv« a ili b jednak nuli. Sioga ćemo 
provcravanjc ograničili na iludaj kad «u o. Л>0. Uoćimo funkciju /-A- gdc 
jc 0<m< I. U obiuii *>0 ova funkcija leii ispod »voje langemc u Ućk. 
*- I, lako da se možc ptaali <• 

л-< Um(x- I). 


Stavinto li ovamo х - — j— , đobićenvo 


1 —~ t * • 


odnosno. nakon sredivanja, 


иЛ<(1-т)Л ,_ "чшо". 

Uvedimo smenu m (ooda jc p> 1, poSio je 0<т<1) i siavimo 1-ni- 

P 

-J_/lj. -!- + — = l\, pa dobijamo (Л. 8.2). 
q \ p q ! , ,, , 

Uvrviinio sada u dokazanu nejednakosi (A 8.2) redom u-Ja,.. , 

(v- 1. 2 n ). Dobijarao. 

2 .) 

p ч 
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pa ako joi svc о\т nejcdnaćine saberemo, oaiazimo: 

ii*'.?:i<-i ! -:!'■►- i Ip'.i*-— - ^ — i. 

.Г, p ,Ti q P q 

ćimc je (A 8.1) dokazano. 

Prcdjimo sad na đokazivanje Minkowski-jc\c nrjednućinc. Ona jc za p — | 
irivijalna, tako da inicrcs prcdstavlja samo slućaj kad je p> I. Uoćnuo najpic 
slcdećc rdacijc: 

i К+&Г-21^ + М1*+&Г'< 

м »-i 

<ii*,ii«. + M'*’+iiMi«.-rA''-. 

».I *— i 

koje proizilaze iz ćmjenicc da je |a + {i|< a| + |(l| ma za kakve kompleksuc 
brojcve e i p. Primcmrao sad Holder-ovu nejcdnaćmu. Imaćcmo: 


i i«»+m'< i 1чПч+м'"+ i imi«.+m'"’< 

•-t •— i *-i 

< {i i K:'}'(i,K-Ai-'-‘f+ 

+{iiM'}'{i i K-M l '- ,, f. 

Poito jc 1 + 1 - I, izlazi da je (p-\)q p, lako da gornju nejednaćmu rao- 

Р Ч 

žcmo prcpisaii kao: 

J: +м'< { i, t •<. + p, r }^ ({ i, i if + ( i i ) . 

ili, dcljenjcm sa prvim množiicljem sa dcsnc stranc, 

{iK+Aif^'JiKi'^JiKi'}'. <*•») 

odakic, zbog l-J slcdi neposređno Mmkowski-jcvu itcjcdnaćm.i. 

Ч P 

Da bisrao ispiiali mogućnosi generalizacijc ovih ncjcdnaćma uu imcgrule, 
posraairaćemo dvc funkcijc, f(x) \ g(x), inicprabilne (u Riemunn-«ivom snuslu) 
u intervalu (e, 6], Poddićcmo laj mterval na n ddova, i u svakom od njih 
odabraćcmo po jcdnu taćku х-^. SUvimo li х,- /(£,) i {*,-£(£,). Holdcr- 
-ova i Minkowski-jcva ncjcdnaćma daju: 

i |ло* «j ; < (i i/tu i') ' { i i * «.) i'}* • 

{ i !ЛУ +»(«!'}' ' { i |/(W !')' -{ i |,(У ,'}■' . 

Napisanc ncjednaćmc ćc vaiiii i kad budcmo posicpcno uvcćavuli broj podc- 
Iđka. Ukoliko laj proces budemo vriili tako da pri uvcćavunju broja podcluku 
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nujvca mcdu njima rcži nuli. svc napisane suroc prdazc. po deTioiciji. u ko- 
rcspondeninc Ricmann4»ve inlcgrak (jer su funkcije po prctposuvci inicgrabik 
nc) Dakle: . v 

‘ * i * ' 

/ '/Cv)S<x)!*H/ VWT*YU ]в(х)1 в л) 4 . (Л 8.4) 

• * * 

„ i » i 1 

I / ’/(') -*(•*)!'<**)'<(/ |/<*)Гл)' + (/ ||(х)Г «/*)'. <Л 8.5) 

• • .Г 

Analogc r clucijc će važiii i ако se radi o iniegralima u Lebesgueovom »imslu. 
ali ovde ncćemo i/nosili forroalnc doka/e ovc tvrdnje. Zainicresovanog Ciiaoca 
»ipucujcmo na liieraiuru i/ Funkcionalnc anali/e. 

8.3. Zudune koordinuine dijudc «,} sc mogu. prcma jednaćim (5.30), 

рпка/ан mairicuma, ćiji su svi clemenli jednaki nuli. izu/ev oooga koji se 
nulu/1 II |.|Пј vrsli i J- 10Ј koloni i koji je jednak jcdinici. Prema tome. rdacija 

*|7„ * Ј '7ц-га Ј '7 |1 + • • • -ie,'7 u -ć). 

II kojoj U ir/rućuva nulii icn/or dcfmisan u GUvi 4. mote se prika/aii i kao 
mainćnu jcdnakosi: 

«, «, 0 0 0 

»,«,“.-00°. • 
•» *. *» 0 0 0 

I oćcvidno inožc biti zadovoljcna samo kad su svi kocficijcnti «|,.. %д *-» 
jcdnuki nuli. Tcn/ori 'T,, su daklc linearno neznvism. 

Г)л bismo ivpnali hncarnu ne/avisnosi (ili zavisnost) ien»ra tt zadatk* 
5.16, trcba ivpiiaii da li jcdnaćma: 

101 110 ( 20 °) 

*, 0 I 0 +«, I 0 I ♦«> 0 1 1 ♦ . д 

101 011 loilj 

0 I 0\ 1 /8 0 0001 

+ « 4 I 0 I +«, K8 I ft - 0 0 0 (A 8.6) 

0 I oj o Г8 I 0 0 0 

iniu neirivijuln.i rešcnja. Nakon sredivanja leve slranc i i/jcdnaćavanja korcs- 
pondcnimh mainćnih dcmenaia dobijamo, zbog simctrićnosti svih zadanih len- 
/ога. 'Cvl nc/nvivnih jednaćina. kojc glase: 

«, + «.+ 2 «,+ «,-0. 

«. + *4 + Г8«, ‘0. 

«. + «,•1 >4 + Г® *,“0. 

«, + «, + «, T «, «0. 
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Reiavanje ovakvih sistema jcdnaSina koji sc sastojc od višc jednaćina nego 
ilo ima ncpoznatih odvjja sc tako, ito se iz njcga izdvoji oooliko jednaćinu ko- 
liko ima nepoznatih vcbćma, рд se taj podsisiero пајргс reši, a zatim sc is- 
piu da li nađena rclenjj zudovoljavaju i preosialc jcdnaćioe. U naiem slu- 
ćaju to znaći da trcha odbaciti jcdnu od gorajih jednaćina i naći rešenju 
osialih pet. Lako je proveriti da sc lako dobija «, = «,•»•-• —«^-0. što 
znaći da su zadani tcnzori hncarno nezavisni. 

8.4. Matricc koje sc navodc u zadaiku su: 

-(::)• -(Го)- 4i-:> чј:> 

Da bi one obrazovale algcharsku hazu, treha da budu lincarno nczavjsnc. lj. 
da rtlacija (8.12), koja u ovom slućaju imi oblik 

'С:)ч в "ЈНЈ.;мЈ:н:а 


ima samo rešenja «,-«,-«, -« 4 -0. Konsieći pravila i/raženu jednaćinamu 
(5.4) i (5.6) za sabiranje mairica i množcnjc maincc skalaiom, gornju jednu- 
ćmu možemo svcsti na 

/«,+ «4 °\ 

\«, + /« : -*,-r aj \0 0 / 

a odatle, na osnovu udovu (5.3) za jednakosi dveju mainca, dobiti sistcm od 
ćctiri homogenc Imearnc jcdnaćine /а odredivanjc iražcnih kocfiajenaltt: 

*.-0. 

«, + /*j-0, 


Dnermmania sisiema je 


*. 


0 0 II 

1 -I 0 0 
1/00 
0 0 -| | 


- -4/, 


i pošto je Л + 0, posmatruni sisiem (lincarnih i homogenili) jednačinu ima su- 
rao irivtjalna rcienja «, - «, - *,- * 4 -0, ito /naći da su zadanc mairicc zaislu 
Imcarno nezavisne i mogu sc uzcli zu ulgcharsku ha/u u zadanoni ćctvorodi- 
mcnzM»nalnom prostoru mainca tipa 2 /. 2. 

I/razimo sada matricc iz zudatka 5.2. 

м-: -Ih-cj)- Ч-Ч -j) 

pomoću matrica zadane bazc. Zu A, ćcmo imaii 

'ч а > ž ; *». - X, *т, >,c 4 -A t . 
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м::н?>ч:-:н;,Ио 

i\4kon aredivunp lc\e iirane dobijamo, rddeći kao gore, skdeći algcbarski sis- 
icm jcdnaćina /а A Jt X t : 


/., • > ч *- - 1. 

— >.j r/ 4 « — I • 


X,-/Xj-0. 

X,4/X,-0. 


Uko se v.di d;» su гЛпја ovog srsi.-nu (njegova dcterminania jc vcć i/raću- 
nntii, Л - -4/) >.,=>.-/.,-0, >..--1. tako da piicmo: 


Slićno sc nal.i7i 


Л,- 

A t /I, 


H.5. Uneitrnu nczuvisnost udanih mairica m,. m 2 , ... m 4 ispiiujemo na isti 
lUĆin kao i u prcthodnorn /adatku. Matnćna jcdnaćina 

e, m, г *, m. ♦- • • • + e* m 4 *= в 

sc s\odt, kuo što jc lako provcrili, na slcdeći mtctn od 5cst hncarnih i homo- 
•jcnth algcburskih jcdnaćina: 

a, -a J + e 4 + 2* J + 2e 4 -0, 

- 6 a, - -t 2 * 4 + 5 a, + 4 a, - 0, 

2*, l 4 «j — *j ♦ 4 « 4 — 3 а, — 4 а 4 — 0, 

2 а, - а, - 2 * 4 + 3 *, + 3 <ц 0. 

а, - 2 «j + а 4 + 3 X, + 3 - 0, 

», • а 4 т-а,-**-0. 

Dcicrnnnunlu ovog sistcma jcdnuka jc nuli, као Sto \c možc provcnti poslc 
itCsto gloma/nijcg rućunanja. NetrivijaJna rcienja su 

*4-0. «*““*«• e *“°- 

u *, ostajc proi/voljnn. Daklc, /adanih icsl matrica su Imcarno zavisne. i iz- 
mcdu njih povtoji ve/a 

a, m,-a,m,-0, 


ili, nakon skraćivunja su 


t, -mj-m, -m, - 0 . 


V.i>enjc o\e relacijc mjc tcško proverili i dircktno. 

Na osnovu ovoga zukljućujemo, da posmatrane matnce nc n»ogu biti 
u«c гл ulgcb.ir%ku ba/u p.ostora, ali su pct od njih (na primcr bcz m,) linc- 
arno nvza\isnc. Činjcnicu da ovih iest mairica nc ćinc aigcbarsku bazu не znaći, 
ru/umc sc, du \c /udanc matricc А/, i W. ni u kom slućaju nećc moći izra- 
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riU poraoću njlh. Naimc, o\« nutnce mogu pr.padau linculu nad lincarno 
nezavjsnim maincaraa m., m,, .. »« 4 . Pokufajmo, stoga. odrcditi kocfic.jcnte 
x 2 . Xj X* tako da budc 

XjW,+ • • • +X,m 4 — А/, . 

Nakon sredivanja leve sirane i izjcdnaćavanja korespondcntmh matriĆnih clc- 
raeruta levc i dcsnc strunc. dolazimo do jednog sistcmu od iest lineamih i 
nchomogemh jćdnačina po pct ncpoznatih kocficijcnata *„ X, ... . >- 4 - Ovc jed- 
naćme su analogc malo prc napisamma, pa ih stoga ovdc ncćcmo nu\oditi. 
I/dvojićcmo pct od njih i rriili ih, pa zatim ispuat. da li rrienje zadovoljavu 
i icstu jednaćinu. U potvrdnom slućaju, matrica А/, je clcmcnt Imculu nud 
lincarao nczavisoim malricama (bcz m,). Postupujući lako sa dobijcmm jcdna- 
ćjnama. tularimo rrienja 

Xj — Xj— I, X 4 — 3, х, -I, 

ito znaćt da postoji rdacija 

A/| - m, + mj + 3 m 4 - m, - м» 4 , (*• 8.8) 

koia pokazujc da se matrica А/, mo/c prikazati kao lincurna kombinac.ja mut- 

ria ffl t , m, iw 4 . Anolog. postupak, pnmcnjcn na matr.cu А/, p,»ka/aćc 

da ona nijc Imcarna kombmacija ovih pct matrica. 

9.6. TraŽcm rezulut sc možc dobm poim'-ću clcmcotainih triBonomelrijslih 
transformacija. Naimc. na osnovu EukrKivc formuk niožcmo pivali: 


sin 1 ! 


-m’- 


r>«-3c-+3r--f 

ri 1 


l / r>** — t 

Vl 21 


r»“-c 3 

* 2 i * 2/ . 


в- 


- -i-(sin 3 r - 3 sm /), 


a takodc i: 


, /г"»г-\ 5 r-+2. 

•) i 


2т/' ! 


— — (I 4 cos 2 1 ), 


uko da dobijamo; 


x(t)-2s\n y innt+)coi : i- 

_ ($in 3r-3smr)cos/--^(l cos2r)- 


- - 1 sm3rcosr 1---UO rcosr | I ^-cos2 r. 
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Ако sad primcnimo irigonomeirijski idcntitdt 'i 

sin a cos P ^ — |sin (a + M+ sin (а - §)], 

2 “ 

dobiamo daljc: 

I 3 3 3 »• 

лг(0 (sin4M sin2i)-» — sin 2i-»y + yCOi2i. 

- • % 

odnosno. пакоп sredivanja: v .* 


ДГ (#) = — + — cos2/*- — sin2/- — sin4/. (Л 8.9) 

2 2 2 4 _> 

Л 

Poslcdnja rcbcija prcdMavlja IraŽcni rczuliat, ij. izralava /adanu funkciju kao 
clcmcni lincala nad dalim bcskonačmm skupom lincarno oczavisnih funkcija. 


K.7. Poircbno jc da najprc ckspliciino napiicmo prvih osam Lcgcndrc-ovih po- 
linoma, pošto sc funkcija х (/)-/’ očcvidno rnožr prcdsiaviii u obliku 


t (/) -«,Л(') + «,Л (/)+•••+ Л (/) 

Na osuovu opšlc formulc navcdcnc u zadaiku. 


(/L S.10) 


V" + T * 


lako oalA/jmo: 


Л(')-7у- 

/, ‘ w "TVy( 35 '‘ _30 ' ,+3)i 

/, ’ ( ' , -tn/t (63 ' ,_70 ' ,+ ' 5 ' )i 

''• ( ' , "iWt ( 33i '‘- 3i5 '‘ + 105 ,! - 5 )- 


Л (.) - ^ (429/’ - 693 1' , 315 1’ - 35 1). 


Uvrciimo li ove ckspliciine izraze u (R. 8 .10) i nakon roga izjednaćiroo koc- 
frcijenie uz isie sicpcnc nczavisno promcnljivc sa lcve i sa dcsnc sirane, dola- 
zimo do sJcdcćcg sisicma jednačma za odredivanjc kocficijcnaia a p . 


429 /15 , 

irVT*’- 1 - 


231 /13 л 

TTVT**" 0, 

63 /ГТ 693 /15 

Tvi ** ~ ~|T V i — 0| 

35 /Т 315 /13 ж 
к\ 2 в ‘-"|Г\/У в *- 0 - 

5 /7 70 /II 315 /i 5 

2 V2 “ '8 V Т т Тб' V 2 вЈ " °' 

\/т *• - т \/ 1 *• ’ '« Vt - ii >/т *’ ‘ 0 ' 
\/т**-т\/т**' « \/ј '‘-AVt**" 0 

lz rupsanih jcdnačina se neposrcdno vidi da su svi koeficijcnii sa parnim 
mdeks ma jcdnaki nuli. a za onc sa ncpamim mdcksima lako nalazuno: 


1 

12 

8 

fT 

e ,- T \ 

/у 

" 39 V 

f ir 

14 

/2 

16 

/т 

в, “зз\ 

17 ' 

*»-429 

V 15 * 


lako da iražcni rczultal glasi: 

«’4\/}л('>^\/; : л('> 3 »V,t' , * ( ' )+ 4T9 \/» л «- ,л - 8 

K.8. Označimo zadanc mniricc rcdorn sa /п m,. a zud.mc polinomc 

Л (/)• P? (/).-•• P. (/)• 041 podcdnji su očcvidno lincarno nezavisni (svaki 
rurcdni sadrži po jcdan vKi sicpcn ncza\ isno promcnljive. pa sioga sigurno 
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no mo/c izrazili кло lincama kombinacije prcibodmb). dok se. гл mairice to 
niože lako provcnu, na naćin analogan onome u /adaCima 8.4 i 8.5. Prema 
jomc, /ađani skuposi nuur.ca i polinoma obrazuju. svaki u svom prostoru. po 
jcdnu alfiobarsku bazu. 

Da bismo naUi mairicu koja sc zadanim izmorfizmotn pridružuje poli- 
nomu /’(/), ucba ovaj nujpic razloiiu po clcmcniima baze u svom prosjoru, 
;j. ireha naći kocf;cijcnic a,. a, *, u rdaciji 


P (0 - «, P , (f) + *гРг (»)+•••+«./. (I). 

Naimc, prcma (8.14) će mairica pridružcna polmomu /*(/) onda biii 

/•(l)^n, = e ( m ) + j J m 1 + 

|).i bisrno nušli irnicnc kocficijenle. napišimo (Л. 8.12) cksplicitno: 

| -/-r /«-/*+ / 4 - f’- 2 a, + a,(3 — /)+a,(l +f*) + 

+ а 4 (5 + 4/-3/«-/ , ) + а,(2-2/ + #ЧП + 

+ a,(3 i + 


(Л 8.12) 


J/jednaćttvajući kocficijcmc u/ isie sicpcnc nezavisno promcnljise sm kve i sa 

dcsne tirone ove jednakosii, гл naJaienje inOtnih koeficjcnata a,. a* 

dobijamo slcdcći sisicm od icsl Imcarmh jcdnaćina: 

з<ч--|. 

2 «. + «$• I* 

-«4 + 8,- -I, 

e,-3a 4 -i4 = l, 

— a. + ^a^ — 2а, + в4 — — 1, 

2 a, + 3a. + a,+ 5a 4 +2a, f За. -1. 

Очиј sisicm je lako rcšili (svaka od napisamh jednaćma se rrtavi po jcdnoj 
od ncpo/nauh vclićma. ako sc reic sve prcthodnc) i dobija sc: 


а,- 


a,-8. 


a. - — . 


'•"T' 




l'ošio so. daklo. zadam polinom /*(/) može predslaviti kao: 

Р(/) = - 7 3 1 л,( 0 » /> Ј (0 + 2 *л,(»)+ 3 РЛО + уЛ,(»)-уР.(0. 
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zomorfizam opisan u zadatku mu pndiužuje mairicu: 

m - - у m, + 8 m, + — n», + — m 4 - -- ш, - у m, - 

_Zi -Zi 8 0 — o 

3 з 3 

« 0 Оч-80+О 0 х 


0 0 


8 

+ T 


- 0 + 


0 - - - 


Na analogi nać.n možemo nać. pdinom />(/) koj. ovaj izomorfi/am pr.dru)ujc 
malrio Л/. N-p.saćcmo najprc: 

Л/ - p, ш, + p, m, + • • • + P* m«. (Л. 8.14) 

Ij. ‘ , . 

(00 (II 10 10 0 0 | 

I 0 0 -fi, 0 0 +0, 1 o +Pi 0 0 +p 4 I I + 

1 0 I lo 0 00 01 o oj 

( 00) 01) 

i odavdc dobni sistem jcdnaćma та odred.vanjc kocficjcnatu p : . ... P*. 
koji je oblika. 

P.*Pi + P,-0. 

P.+P.-0. 

Pi+P« + P»“0. 

P.-0. 

P.-0. - 

?, + ?»»•• 

Rcicnja su. kako jc Uko proveriti. 

P.-S.-P.-0. , ?.--{• P. ‘ - V 

tako da možcmo pisati: 


Л/ - — 2 т У n m * ‘ 
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Prema tomc, poiinom pridruien datim izomorfizmom matnci M je 

p{t)= -—рЛО+уРДО + уРЈСО- 

--Т' + Т* ,+ Т' ,+ Т л 

Krujnji rc/uliiiii se sad mogu napisaii u konciinom obliku: 


+ * t 4 -!' 


(Л 8.15) 


0 0 
0 0 
0 l 


,y(-/ + # , +f J + f 4 ). 


(Л 8.16) 


8.9. Trcba dokuzati da p, (х, у » /adovoljavu aksiomc ra»tojan>a (8.17) (8.19) 
.iko vu oni ivpunjeni /а p(x. у ). Prva dva акмоша (nenefiativnovt i »imctrie- 
noit) %u trivijalno itpunjcna, kuo Sto ic lako vidi, lako da je potrebno doka- 
z:iti sumo važenje relacijc Uougla. 

U tom cilju zapuimo da je p, (х. у) uvek manje od jcdmice. Veza izmedu 
p (х. v) i p, (х. у) х eksplicitnim rcUvanjem рз p (х. /) može napisat. i u 

obliku: 

>нЈлк1с sc doluja: 

p(*. *) + P(*. 

I - P, (r. х) I - p, (г. у) 

P.( *. *) + p,(*. .rt-Zp.fr, г)р,(Д./) 

I ~ P, (*. :) - Pi (-. У ) + P. (*. : ) P. (*• » 

7љ p(x.>) važi rclacija uougla. lako da možcmo slaviti 

p(x, r) + p(z. у)>р[х, у) 

i ir preihodnc rclacije na laj način dobiti: 

P. (х. *)+P, (*. У) ~ 2 p, (х. r) p, (г. у ) . p, (х. У) 

T-p,(x, х) — р, (х, r) + p,(x. *)р,(г.У) ' l-p,(x. у) 

CKIobadanjem od imenilaca (oba imcniiKa su poziiivna. tako da pri mnoćenju 
јјогпјс ncjcdnačine ojihovim proizvodom nc ircba menjaii smcr /пака ncjed- 
iMkobii) i sredivanjcm dobijamo duljc: 

P, (*. У) < P, (*. 0 + P, (-• У) ~ ?, (-*. -) ?, (-. -*') I 2 ~ ?, <*'. ' ^ 


Poito je izraz u srcdnjoj zagrudi uvck poziuvan (jer jc p, uvck maujc od je- 
dinke. kao fao smo vcć istakli), zadnji ćlan sa dcsnc simnc nijc ncgaiivan. pa 
imamo defmiiivno: 

P|( T . »■) 'P, (X. -) у ?, у). 

iio je trcbalo рока/ач. 

8-10. (a) Na osnovu rdacijc trougla mo/emo p vaii ni/očevidmh nejcdnukosti: 

Р(* т и x m ) ',p{x„ х,) + р(д„ х.). 

P(x j. xjzp(x t , x,) + p(x,. xj. 

P (*j. xj P (*i. x 4 ) + p (x 4 . xj. .... 

pa ako Ib uvrstimo u prvu, odmah dobijamo: 

P(*,. xj< p(x,. xj + p(x„ хЈг: 

<P(*i. х,) + р(х г , х,) + р(д,. хЈ-т 
< P (*, . ■«.•) + P (*». X l> + P (*j. лг 4 ) + P ( T 4. X J - • • • 

. . . < p (х, . xj + p(x a . х,) H +P(x.„,. .Vj. (Л. 8.17) 

(b) Na osnovu upravo dokazanc ncjcdnakosii moicmo pisun: 

P(x. :)<p(x. y) + p (у, u) + p(u. :), 

Р(У, ")<P (У. x) + p(x, ?) + p(r. ir). 

odaklc se. prcbauvanjcm srcdnjcg ilana dcvnc slranc пј |e\u. dobija daljc: 

P('. 0-pC V. у) 'Р(х. /) + р(". г). 

Р(У и)-Р(л. :)<р()\ х) + р (:, и ). 

ttesnc stranc obeju ncjcdnaćina su jednakc, na osnovu uksioina vimctnćnosti 
rastojaoja. a lcvc strane imaju istu apsoluinu vrcdnosi. Daklc 

|p(x, x)-p{y, u)l<p(x, у) i p (м, z), (/{. 8.18) 

ito jc i ircbalo dokazaii. Dobijcna ncjcdnakosl .ic parnaia kao rrlucija frhvrouglu. 

(c) Stavimo h tad u dokazanu rcbciju čctvorougla : - n. dobijaino 
diickino 

|p(x. x)-?0*. :),<P(x. ». (Л. 8.19) 

jer onda p(u, z) prelazi u p(r. r). Ло je jednako nuli, prcma prvoin aksiomu 
rastojanja. Tako dobijcna ncjednačina к obićno naziva iliuga relucija irouglu. 
U obcćnum trodimcn/ionalnom rcalnom Eukhdovom prostoru, nuniK-. ncjcdna- 
ćma (JL 8.19) se svodi tu tvrdnju da jc apsolutna vrcdnost r.»/hkc dveju stninu 
iroupla manja od trece urane. 
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9. 1МГЧИМ I HII.BKKTOVI PROSTORI 


v.l. Nck.« jc 4-limjr«. Na osnovu osobinc dislnbuiivoosti sk*Iarnog proiivoda 

м 

|9 )J inućcmo ondu: 

(JP. л 

p.i primcnom Schvvarz-ovc ncjcdnafinc (9.8) dolazimo do: 

ил - л\ -:i*ex.. >)| < fae*.. x&*jYH7y\. 

|(лу)-(д;..>)|<||*©х.|| |/||. (**•*> 

l'oiio jc л -lim-v.. lo jc ||x©x.|| гаиојапје n-iog demenu niza (xj od 1 »гке 
n.i{*omil.ivunjj, i ako sc uzmc dovoljno vdiko n>n,(c) može ic potlići da гл 
>vuko n >»»„(«) lo rasiojanjc bude || х0х в ||' C јјјјј . gdc jc к uiupred zadan 
p«./ili\.in broj, koji mo/e bili proizvoljno mali No. onda iz (Л. 9.1) dcdi: 

y)i<« 

/.л vvuko /».>«,(«), Ij. (».>•) К b»Cka nagomilavanja mza brofrm (х л . у) Drugim 
rccinu 

lim (л„ . у ) - (х, у) ■= (Um x m , у), (Л 9.2) 

iio јс ircbalo Jokii/aii. 

V. 2. /adana relucija direklno sled, iz jcdmićinc <9 10) koja povczujc normu 
i skdlurni proi/vod u crmiukom pr«»sioru. Uzimajući u obzir i rdaciju (e) u 
/addiku 8.1. nuluzimo: 

ХлУ 2 » i>y ,f - *®У) + (*©/. ■*©/) “ 

- (Јгф/. л®/) + (*©(- I )/. x®( - 1 )У)- 

- (х. X) + (X. у) »- (у, X) + (у. у) + 

r ( \. х) (X. У) ~(у.х)± (у. у). 
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Zadnja jcdnakosl se dobija množenjem ćlan po član. uz koničcnjc osobnu 
distribuiivnosu (9.3), (9.6) i asocijaiivoosli (9 2), (9.5) skalarnog proizvoda. 
Sredivanjem dobijenog rczuluu izlazi: 

Ц X®/ jl’ + II X©J- |1 J - 2 11 X 11' +2Ц, r. (*• 9.3) 

ilo prcdstavlja traženu rehriju paralelogramu. 

93. Provenmo najpre da li izraz |x, у) ima osobinu ermitske simcirijc. Imamo: 

| Uzimajući u obnr osobine operacijc sabiranja u lincarnom vcklorskom pros* 

loru i osobmc normc. iraaćcmo dalje: 



S druge siranc. izmenom znaka imagmarne jedmice u izrazu za ]x. j»] nalazimo: 



(ova izmcna znaka sc ne rrJi u izrazima ćija se norma uzima, poito jc normu 
rcalan i nepnivan hroj). Upoređivanjem nupiunih izraza Uko vidimo da jc 
zaisu 

ty.*l-fcTl < л9 - 4 > 

uko da izraz [х, >•] ima osobinu crmitskc simcirijc (9.1). 

Kao sledeći korak. ivpiUćemo posiojmi/’ osobine divlribuiivnovti (9.3). 
U |om ćrmo cdju iZračunan |€,©*j, у) + I5,05j. у]. 'odeći raćuna o ćinjcnici 
I da. prema zadaiku, važi relacija paraklograma [K 9.3). Dobićeino: 

fc, ©5,. /)+£,©$;.*!- 



- l 4 (ii h ©r©^j II 1 + 1 1 Фз ©5i II*) - (II ©/© h ir + il C , GrGZt II*) 


-*y( шу г -,:;-+ „'.©у-з^ј, јд,©1>®^, -+ii£ 1 e//©5,ii 1 )- 
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~ L (2 ! +2 ,; : i! s )~oii; 1 ey|i*+2|i^iP)- \ 

-/ 1 12 1 |;,ф|>|| 1 +2|Л ,')+/-'( 2 ii 2 / 

4 4 /. 

U prvoj od napi&unih jednakosti je iskonščena defnncij* irraa [х, y\, u dru- 
poj jc u/cia u ob/ir hoinoEcnost norme |iz>učen fakior i komuutivoo« 

unuirjšnjc kompozicije, a u trečoj relacija par.klograma. Zapazinio da fi .se 
Olanovi su potiru, zadnju jednakost možemo prepisan i u obiiku. 

[5,®^.yl+K,05i.>]- ’ 

- a (-*- И S, ® j- II' - i ll C. ©r II* ) ^- 2 ( - /-i И < -i- H С.ОО-И' ) - 

-2Ц..Л <л,5) 

Siavimo li u ovu rclaciju dobićemo: 

Drug, ćlan lcve slrane jcdnak jc nuli. «o se možc lako prover.ii siavljanjem 
л-0 u dcfinicionu jednaćinu za (х, y\. Zaista, 

*?Н“Г- ; 

- - J- |1>И* - j 1 -/ IM J II * II* +' } i и - ■ f f. - °- 

Hrcina lomc, inuimo: 

РСмЛ-гКнЛ '* 96 > 

Siuvmto sada u (Л 9.5) (ДО,-*,. Ci©C s -*f Oobijuoo: 

[*,.Л+(*,.Л- Ј [7 »]- [ J - у /] - 1'.®*- * 

Prnncnjcne transformac.je se zasnivaju na upravo doka/anoj jednaćmi (Л.9.6). 
Daklc, zu [v, y] zaista važi disiributivnost svojstvcna skalarnom proizvodu 

I*,©*i. /]-[**. /1 + 1*5« Л (Л 9.7) 

Ostajc još da se proveri da li [х. y\ ima osobinu asocijftiivnnsli. .zraienu 
rclucijama (9.2) i (9.5). Dokazivanje sc mora izvodiii postepeno: najpre sc 
proveruva poslojanjc ove osobine za cele pozitivne brojcve. zatim za cde raci- 
onulnc, nakon toga za bib kakve »ealnc poz.iivnc brojevc (racionalne . ,rac- 
cionalnc), pa za negaiivne realnc brojeve. i na kraju za kompleksne. 

Da postoji asocijalivnost koda su u pilanju ponlivni celi brojevi može 
sc udcli iz disiribuiivnosii (Л. 9.7). Zaisia. za x,-x, izlazi 

[2х,, y)-2 [х,, /]. 




3-10 


: 


a zanm, opci zbog dtsiižbuiivnosii. 

[3 х, . y\ = [х, ©2 X, , y] « [х, ,y] + [2 л , . .r! - 
-К.Лт^к.гЈ.зк.Л ... iid. 

Sledeći korak je provcravanjc asocijaiivnosi, za raconalnc brojcve. U tom c,lju 
razmoinmo slcdeće oćevidne jednakosii: 


[«,.rt-[(.-^)*,r]-.[7*,>] 


koje važe. na osnosu upravo doka/ane osobme, za svako cclo i po/mvno л. 
Dakle, 

Množenjem ovc jednakosii sa cdim pozilivnim brojem ш, dobićenjo: 


fh.i-i-[>/]-[f*j./]. 


(Л 9 ») 


odakk se vidi da asoc jaiivncsl važi i za racionalne pozitivnc brojcve (svak. 
racionalan broj se može pnkuzati kao kolićmk dva cclu broju). lr*cion.iliu 
brojevi se mogu prcdsiaviii kao gramćne vrednosli mzova racionulnih brojcvu, 
a norma (koja »c pojavijujc u dcfinioonom izru/u /а [х, /]) mu osobinu 
ncprckidnosli. Formalno dokazivanje ovog ivrdcnja o ncprckidnosii norme 
(lim Ux.;|-;|lim х. | analogo jc dokazivanju neprckidnosli skubrnog proizvoda 

iz zadatka 9.1. i ostavlja se ćitaccu za samostalnu vcžbu. 

Ako je, dakk «-lime. nek, ,racionalun broj koji prcdvtavlja gramćnu 

vrednost niza rzcionaloih brojcva a,, imaćcmo na osnovu (Л. 9.8): 

х (х, j’l - liro o. [х. y ] - hm [«. х, y\ -- Jbm a„ х. y], 

u poslcdnjoj jednakosti jc iskorišćena pomcnuia ncpiekidnovl noimc. Daklc, 
reladja 

«1*. >]-[* *. >-1 

važi ma тл kakvc pozitivne brojeve. 

Da bismo ispiiali važenje anulogc formuk i /а ncgaiivnc brojeve uočiće- 
mo najpre da je. po definiciji. 

- (X0ri 4 : -ix@y) * f -U-IV s _ ( -(V-IJ' 

2 "Г. 2 2 2 ‘ 

-Г:59/, а _ *©/,*_, ’ т , '<**У J ; 99, 

2 !i 2 . 2 . ,2 
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S4C i/vršcnc iransformacije su zasnovaoe na osobmama unutrainje korapoaajc 
u lincarnom vcklorskom prostoru i na aksiomima ooirae. Pregrupisavanjera 61a- 
novu Lrajnjc jednakosii lako vidimo da je 


[(-*). у)- -[*• У\ 

Na osnovu ovoga moicmo sad dokazan da važi i: 

[- л х. >]--(«*, У ] - -*[*. Л 

noslednja jednučina je napisana na osnovu gore doka/anog vaicoja asoc.jai.v- 
nosli izraza |лг. у ] ra pozuivne racionolne brojcvc. Dakk. pomenuu osob.na 
vaii i za ncgalivnc racionalne brojeve. 

Posiupajuii па isli паб.п као u (R. 9.9). moicmo doluzai. da važi i 

Р*!)- (R.9A0) | 

k:.o direkma posledica dcfinicije izraza ]л:. у]. Prcma lorae. i za bilo koji 6is- 
(■) kompleksan broj ifi ппабегао: 

(/[**. у|- - i 0 * . У1- Л 

,er jc nui ta koji rcalan broj p dokazano vaicnje asocijai.vnovti. Sad možemo 
r.i/moirm i najop&liji slućaj: 

[кх. у]- l(\'+i\”)x. у1-[(Х*хф/Х"а). >]- I 

- [X' х, y)+[/X" х, >|-X'[x. у]-/Х'[х. A- I 

-(X'-/X")[x. >]-X[x, y\. 

>io sc poklapa sa rclacijom (9.5). T.mc je poluzano da (х. у ] Mtt 
•<H>binc skalarnop. pro.zvoda. ij. da se svak. norroiram proslor u tako dcf.n.- 
unom normon. da važi rclacija paraldograma može uć.n.t. crm.cskim. 

Ultoliko јс posinairani prosior vcć crmitiki. i njegova norma izv.rc iz 
skalarnog proi/voda u sklndu sa kdnać.nom (9.10), rooć. ćemo p.saii: 

. , /хфу Хфу\ fxO У X0>\ 

I *. rl =(— . -)-(—• ~ r ) 

Množeći oapisane .zraze ćlan po ćlan i sredujući. nalaz.mo def.oiiivno: 

[х. >l-(x. у). (Д.9.11) | 

ij. ako je u piiauju crmiiski prostor. izraz [x.y| sc poklapa sa skalarmm pro- 

izvodom. 

9.4. Ncka su v-0,. U i 7-(Ч.. ПЈ dcmcnu ргоуо | 

i j R\ u . Provcrnno da |i 

(X. >)- i гЛ* 

1./-1 

342 


(/L 9.12) 


ima sve osobmc skalarnog proizvoda. Posmairajmo najprc: 

(у. х)- i ГуЧ.5,- i Т/Лч/«(*. ž’): 

«./-! *./-! 

u drugoj sumi su oznakc indcksa / i j zamenjcnc Ermiiska simctr.ja se. zbog 
rcalnosci tv.b razmairan.h brojeva, svodi na osobinu komutalivnosti. Daljc 
imimo: 

« Ч 

(х. x»- 2 у I т*Л»у-Ч*. у). 

u/-i i./-i 

Цо dokazuje vaicnjc aksioma asocijaiivnosl. (9 2). Slićno imamo i: 

(х,®х ж . >)- 2 

ХЈ-1 

- i ti/0'v i т„*јч-(*«. />+(*.. y)> 

4J-1 п/-1 

uko da važi i otobma d.scr.buiivnosli (9.3). Najzad, aksiom (9.4) slcdi iz 
uslova pjzmvnc dcfiniinosii, specifkiranog u zadalku. Naimc: 

(х. X)- i гЛ*,>0. 

Г./-1 

pri ćerau je oćcvidno da će b.li (х. x)-0 samo ako jc п, -чј - • • • ' tn-0. 

ij. ako je x-(*,. U-(». 0 0)-0. Daklc. .zraz (R. 9.12) i.na 

sve polrebne oiobinc tkalirnog proizvoda u rcalnom л -dimcn/ioiuilnum Eukli- 
dovom proscoru. 

9Л. Radcći kao u prcihodnom zadaiku, kontuiujcmo da f(l) mora biti re- 
alna, pozii.vna i iniegrabilna funkcija u miervalu [o. 6]. 

9 4. RcUcija 

• • + ».х.-О (Л. 9.13) 

može se skalarmro množeojcm redom sa х,. х, /amcn.li sledcćim 

sistemom jednaćina: 

«i(x,. x,)f« a (x,. ХЈ+-- +«.(Х | . x,)-0. 

«, (x 2 . x,) + «.(x,. x,)+ - • - + ** (x 2 , tj -0. 

(/?. 9.14) 

*, (х.. х,) + a, (x„ x 2 ) +•••+** (x e . xj - 0. 

Ovaj sistcm se sasloj. od л lincarn.h . homogcnih jednaćmj po kocficijcnltmu 

a з.. On mo/c imaii nctrivijulna rcicnja (lo ćc odgovurall slućaju 

kad su daii dcraeni. Iincirno jarltni). ako je njcgova dcicrminanu jednaka nuli. 
Дко je. pak. ova dctcrminama rozl.čiu od nulc sistcm ćc imali samo irivi]alna 
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r<Wjtja » *- -0, ij. posmairi'ni demenii su lincarno ледопт'. 

Deieruunam.i sisiema je: 


-«,) (•»,. X s } • • - (т,. x.)i 

<•'- V ' ‘ J -> . (jt 9 . 1 SJ 

• •• ••• ••• % .r*‘ -4 

(V.. Т.) (T.. тЈ ••• (*.. О -■ •/ 

ij. io je upravo Gramnhvia deterniinania. 

9.7. Poslnpjjući kao u /udaiku 9.4, provcravamo osobine skalarnog proizvoda 
redom: 

(/. v v i л)-м; . •; 

I I/ i w.l/.i ' 

lv. /..VI- V V i >)• 

MM 1-П I 

(v,<o.v ; . x> i itti'/u^- . 


-i i'..ri„i-i iš?i.,- 

i » /-» «-!/-• 

>•)+(»*. Л; 

(r. £<«ем-£ ii5»ii J >o. . 

• i/-i i-i j-i .» 

I/ poslednjc nupisanc jcdnačinc jasno se vidi da će (т, т) bili jednako nuli 
чашо uko »u svi clcmenii ponaosob jedndci nuli. ij. uko je х nula-mairica, 

V.H. (fl) Du bt /adanc mairice bilc ortogonaloc. mora njihov skabirm proii ? 
vod biti jcdiuk nuli. Prcmu obrascu гл skalarm proi/vcd iz prcthodnog а- 

da'ka. imnćemo 

(im,, ni), - I + 2«f jei 1 - 2 + 4-| «ј* + 2а+3. 
uko da se uslov ortogonalnosti («,. mJ-0 svodi u ovom slućaju па: 

,«?+2J+3-0. 

S.avimo / у' т ix" i srcdimo: 

x* i + «" , + 2(ei'-/«") + 3-0 (Л9.16) 

l/jednaćuvunjcm pjsebno reulnog i imagmarnog dela sa nulom. nalazimo: 

*'* + e" 1 + 2 «' + 3 - 0, 

2 «" — 0 . 

Rešcnju ovog sisicma su, kako jc lako provcriti, a"-0 i *' l±\ r 2i. Potto 

se za *' dobijaju komplcksna rcicnja. suprotno prc*.posiavci da je rcalno. 
/aključujcmo du nijc nioguće odrediti « tako da bude (m,, mJ-0. 


U4 


(6) Nadimo najprc njatricu ш, -т л . Dirckian raćun dajc: 

/0 -2 0 a — 2\ 

"•-"■“(o -3 -3 -з) 

Ргеп-.а tome, formula (9.11) dajc za rastojanje izmcdu m, i m s : 

«•)- *i * 

-4 + 9+ 9 + 9 + (a — 2)(«-2) — 

» | a — 2 (* ! aj + 35. 

Stavimo li opet a -«'+/«", nalazimo 

p(m, , m i )-K«* , + «" J -^*'+55: (Л.9.17) 

Iz uslosa đ? «0, — - 0 ncposrrdno izlazi a'- , «"-0. Nije leSko pro- 

đ i' дл' 2 

veriti da će i/raz [-— P *** * ? 1 . i biti po/itivan, tako da nudcna 

[дл г đ «"* d«*d« "J e '“a 

rc^enji odgovaraju /aista mmimumu. Korcspondcnlno ininunulno rastojanjc 
ima vrednost: 

?m 

?mm ^ " 

(o Norme /adanih matrica su: 


, m,M - I +4+2.B/ + 4+ I - 2|e| , + 10, 

m, * - | +4 + ;«, , + 9+l + I6a|«|*+3I. 

Da b: ove norme bik jednakc, mora vaAiii jcdnaćina 

2|«l»-r l0-"«i*+3l, 

i/ kojc ncpcsrcdno nalazimo J«j*-21, tj. « mora b<ii ncki (komplcksan) broj 
ćiji jc modul jcdnak | 21 . 

9.9. Zadanc matr.cc moraju, na prvom mcs'.u, biti linearno nczuvisnc. Postu- 
pajući kao u /adatku 8.4. lako konstaiujcmo da ooc to zaista i jesu i mogu 
sc. stoga, u/eti п ckmcntc jednc algcbarske baze u datom prostoru. Du bismo 
ovu bazu zamemli ekvivalcntnom ortonormiranom bazum, najpre prcma (9 32) 


piJemo: 


•;-(J j). 

- s -g м к- ;:a- 
-c j-g х a- 

e / 4 + Y>, 'тТјј + ЗГј, \ 

V 2 Тм “2 + Тм 1 -Тн' 
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~-с i)-c -Х х d- 

/2 + 4^4, + ^» I +To+Yo + 3T4i \ 

\ 2то -2 y4j + 2y4» + 2 Y«/ 

Neodrcđene kocficijentc т„ odredufemo iz uslove da svaka od napisamh mat- 
cica hudc ortogonalna na svc prcihodnc. Pri lom ortogonalnosi shvatamo u 
MHishi skalarnog proizvoda iz zadaika 9.7. Dallc: 

(m), mI)-Yi, + 3(l+3Yn)+2(2+2Y„)- 

“7 + 14 Г „-0. 


Odavde i/laci y„ • ,ako <** 7Л »M'ri 00 m i паклто: 

( 1 1 

mj ■ I "2 ~ 2 . 

I 2 I 


(M. 9.18) 


UkoriMimu daljc uslovc (mj, тЈ)-0 i (m>, m,)-0. Lmademo: 

(m>. mj) - -у (4+Уц)-у (1 +Y»i + 3 Y»i> + 4 Тц + (- 2 + 2 Ти + 2 Y»i) - 
II 9 

" 2 Т “ - Т“ Л 

(nij, m ( ) — 4 + y,i + 3 (I + Y,» + 3 Y„) + 2( — 2 + 2 Ги + 2 y„)^ 

“7 y,i+ 14y„ + 3-0. 

Kclcnja ovih jcdnnćina su. kako je lako provcrili, Y,,“~. Т„=-“' 7л 
/natricu m\ imamo: 


m»- 


260 

4 

77 

77 

126 

124 

77 

77 

0. (ml. 

mj) 


plicitno: 

(mj. ”'J) — (2 + 4 Y4j rY4,)--(l +Y4» + Y4 j + 3 Y4.) + 

т (2 y. : ) - ( - 2 r «. + 2 r« + 2 Y 4 . ) “ 


- — (1284 ;„+51б)-0; 
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(m \ . m j) - - у (2 +4 r«, + T*,) - у (• + Y-, + T., + 3 r*,) + 

+ 4т*1 — 2Т4, + 2 Т4» + 2Т4,- 

“-4 (9 74,-NY.i + 3)“0; 

(mj. m j) = 2 + 4 Го + Y.i + 3 ( I + Y.j + Y*. + 3 Y«i) + 

+ 2 ( - 2 r«, + 2 T«, + 2 Y.i) — . 

*• 3 r., + 7 Y«i+ 14 r.i + 5- 0. 

, . 43 6 

Ođavde sukccsivmm rciavanjcm nalazimo Y«j “ - ~ • Y«, - - j ^ • Y«, " 

— . Tako se гж mairicu mj dobija: 

107 

_16 _ _20 | 

- ■» . 

107 107 1 

Potrcboo je sad joi nađcne mairicc mj. mj, mj i m. normiraii. Lako 
jc provcrm da su njihovc normc: 

«;!i-KH. -;t!-ji'22. >;i- 7 Lri2i4. 

lako da iraicnc ortonormiranc mairicc imaju ohlik: 


m«- 


(Л. 9 20) 


рп(о ј)- м ‘~т[ * г)' 


1 /260 - 4- 


ц X / 260 - 4 ) л/ 4 - Ј- Ј 16 ~ 20 ). (Л 

* К98186П126 - 124/ 4 ^1284 \ — »2 22Ј 


.9.21) 


Moic sc jcdnosiavnim raćunom i neposiedno provcnti da su ove maince uza- 
jamno onogonaloe (u sraislu skalarnog pioizvoda iz zadatka 9.7.) i da su im 
normc jcdnakc jcdimci. 

9.10. Ako, prcma zadaiku. uzmcmo 


m ‘"C -!)• "'■■(e o)- **"(• 5’ " ;- (j »)• 


treba. u skladu sa Schmidt-ovim posiupkom ortoponalizacijc razmotriti sistcm: 

«--c 

( V i 2 1 \-ч / 4 ’\ / 2 "+ 4 •+Pii\ 

(w>) -(o o) +Pj, (o - 2 )"( 0 -ij' 
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W '-(o l ) ' (o о)’ Р "(о -()" 

_|I+2P, 1 +4P JI З + Р^ + Рмј 

hhVo 

/Ро + 2 Р« + 4 04 | 1 + 3 р 4| + р 4 .тр 4| \ 

V 2 2 г 2 P^— 204 ,/ 

Odrcdivunjc kocf.cijcnaia P„ ic vrii na tsc* iu«:n kao 1 u prc.hodnom /adaiku, 
,e uslova da jc vvaka od napnanih mairica oriogonalna na ive prcihodoe. 
I •oMavljajući vioga dcialjc raćunu. imamo: 


w 


2 4 

1 

1 

7 7 

(„,;>•- 3 

, . M' 

0 i ‘ 

0 

1 

7 


2 


,0 (h 


Nornic nadcmh nmirica iu. kuko je lakodc Uko proverui: 

<„,;)• '- 121 . !>a\- -ф. .(-;)• ,W. - 2 . : 

мко da dcf.miivno imamo: 

1/4 l\ I /2 4\ 


c -3* j 

-i-iir: .!)• *-c 5- 


1*. 9.22) 


Sada ircba maincc (R. 9.21) U prcihodnog zadaika uzcti ха clcmenie 
ortonormirane ha/c i ra/io2iii malricc (R 9.22) po nj.ma, ij. naći koeficijenie 
ii rclucija: 

M\ = «„ А/, + «„ А/, + «„ M, + а„ 

Л/Ј - а„ А/, 4- А/, + А/, + * 14 А/ 4 . (Л. 9.23) 

A/’i = e„ M t Ч а Ј? A/j -r А/, f M t , 

A# 4 ** c«, А/, + e 4 , А/. + 1 4 , A/| + *«« A/ 4 . 

/bog ur.onornmunoMi mairica (R. 9.21). ncprisrcdno nalazimo da je: 

«ij -( <*,) (* 924 > 

l/računavanjc ovih skalarnih pioizvcda csiavUmo ćiiaccu /а veibu. Za mai- 
r:cu tipa 4/4 и clcmeniima moic se i bez log izraćunavanja videii da 
inura biii oriozonalmj. Nmmc, 'u ( R . 9.23) imamo: 

(A/;. M'J -I 2 *+М>. 2 a y A/,)- 2 "i’- 

\4 I II / tl I 


U poskdnjoj jed nakosli je uzcio u obzir da su iražcm kocfK:«jenii sigurno 
rcalni. Poiio je (M t , МЈ-*« i ( M’, , Mj-t.j zbog orionornuranosii odgo- 
varajučih malrica, iz gornje jcdnaćine sc daljc dob.ja: 

*. 4 - I < Л * 9 2S) 

*.r-i *-» 

i (0 sc poklapa sa osob.nom (5.20) oriogonalnih nuirica. 

9.11. Polazcći od zadaiih funkcija л 4 (/)- I, х ,(/)■'• ••• <»****ЧЈ«- 

mo najpre. u skladu sa (9.32), funkcije 

Л*(0' *• 

ХјМ-^+Тј^ + Тј.. 

Х ;(/)-1 , + 7и ,, + Т», , +Тј.. 


a zalil koe/iojeme v., odredujcmo lako da svaka od gornjih lunkcija budc 
or.o^to. na sve p^hodnc To mje ictko cfclclivno urad.l. po analogij. sa 
prcihodna dva zadaika. pa vc smga prcpuUa /а sanvosUlnu vcfbu. 

Na ovom mcsiu ćcmo ivrdcnje zadaika dokaza.i na drug,. nelio manje 
ncposrcdan naćm. l)»»ka/aćcmo. naimc, da su Ugcndrc-ov, pol.nom, (9.66) 
ononormiran,. a pok.o jc /».(0 1*> Unom "-« 0 S ? е Р еП| ' on * mor * * ,ito0 “ U 
do numenCiog kocficjcnu onda poklapaii sa *:.(/)• Tune će bm 
tc Schm.di-ovim posiupkom ortogonal.zacjc za.su dolxjaju Lcgcndrc+jv* 
polinOAl. 

Za doka/ivanjc ortonormiranoui Lcgcndrc-ovih polinoma uočavamo naj- 

a %чако fO. I. 2 n-1. Uo je lako proveriti. Prema tomc, ako radi 

odrcdcnosii Stavimo n>m. imaćcmo 

-I 

Primcmmo li parcijalnu miegraaju i zapaiimo da je, /bog (R 9.26), prointe- 
gnrani dco u\ek jcdnak nul«, dobičemo: 


(Л.(0.Л(0>- - 


\/(- т т)(" + 1) 


• m\ nl 






• • • 


Лко јс, u skladu sa uimjcnom pretposiavkom, т<п, onda jc očcvidoo 

,/«*»■ , , • 

(Г- 1)*«0. јег polinom (/--I)" ima samo izvodc do < 2 m) -log reda 

zukljućoo razfičitc od nulc, i —-(i 1 - I)“ = (2 m)!. Timc je dokazana ortogo- 

nalnosl pohnoma P m (t) i P m {t) pri m<n. Ako. pak. siavimo m-n, iz gornjcg 
rczultata naJazimo: 

n + i- 

(Л(0. / , .(0)-(-1Г ‘ 2*^/ J 

-i 

_(2n^)! Г'„_ 1ГЛ . 

2 (л.г J 

o 

irumrormucijc u drugoj jcdnaćini su zasnovanc na parnosti prcostalog iotcg- 
randa Sincnom i-cosz integral sc svodi na oblik iz koga je lako ncposiedoo 
\idcti du jc vrcdnost posmatunog skAlarnog proizvoda jcdnaka jedinici, tako 
d.i jc i norma svukog od dalih pulinonu takode jednaka jcdinici. Napomatimo 
du sc u matemutićkoj lilcruiun Lcgcndre*ovi polinomi obićno uvodc као 

<* 9 27) 

| bcz faktora yj n + -J- koji hguriie u jcdnaćim (9.66)J. tako da njibova norma 
nije jcdnaka jedinici, već vaii 

+ | 

f (Д. 9.28) 

J 2 n+ I 

kau мо sc moJc naći u innogim inonografijama posvcćcmm spccijalnim funk- 
cijtima. Hoiinomi (/?. 9.27> mogu u rnnogim razmatranjima biti od koristi, jer 
/tidosoljavuju uslov 

РЛ D-l. (*. 9 29) 

/ј svuko n. 

9.12. 1л prostor £P3*“I5,. lj £*). nejcdnać.ne (9 8) i (9.9) рорп- 

rnuju slcdcći konkrctun oblik 

l.444i l5,|, )(i 1 |4 4 ,л - ,зо ‘ 

{ 2 1*5.+ ■ ч.Р ]*< { I 1 5.1' j 5- * ( £ I <*»■>» 

Ncjcdnućina (Л. 9.30) se u ovom poscbnom slućaju ponckad naziva i Сткку- 
jcvu (čcsio i Caucliy-Schwarz-ora) i, kako sc lako vidi, poslcdica je Hdlder-ovc 
ncjcdnačinc navedene u zadatku 8.2. Nejcđnačina (Л. 9.31) je takode poseban 
slućnj opštc Mmkowski-jcvc nejednaćine iz zadatka 8.2. za p- 2. 
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U prostoru /, imamo 


< л9 - з2 > 

(ji w + -- f<{|, {i i ч. ?f <* »■») 

ito se poklapa sa gorc navedcnim rclacijama za £? u grantžnom prclazu k-+ 
,ovai aran.ćni preUz sc sroe vriiti jcdino ako dobijem rcdovi konvergiraju, ij. 
Jcdiio -ko sc radi o elemen.ima prostora /„ a ne bilo kakv.m mzovtma). 
Najzad. u prostoru L,(a, b) imaćerao: 

| / 5(07(0Л|*<(/ 1»С0» а ^)(/ 1/СОРЛ). (Л.9.34) 

{ /|*(0+/<0|’*}Ц /|х(0| , *Р +{ / 1 >40 '.'>}’ • <* ■»■«) 

Integrak koji sc ovdc pojavljuju trcb* shvatili u Lebesgue-ovom smislu, s 
obzirom na prirodu prostora t,(o. b). 

9.13. Prepilemo li Bessd-ovu jcdnačinu (9.53) u podcsnijcm obliku lJjt||- - 
. 2 |(x,, х) \ 2 * zadanc prostorc i zadanc potpunc ortonormirane sislcmc 

elcmenata u njima dobijamo: 

I , 

/|x(.);’*-i^ /х(0>- , у-4 

/,х<о: , -- # |^г|/х( ,, .^.«-*- ЈЛ [. 

0 “ 

S drugc slranc. Parscval4>va jcdnaćina (9.54) dajc: 

/«01>»*-1таг[ / 'Н[ /»«£ (,, - ,,r 4 

-i t 

/ i(0l’(0<* - \Јн 0 "■-'"*][/ ' W ‘ [ i J '] • 

I ovdc sc svi napisan, integrali moraju shv-tiii u Lcbcsque-ovom vnuslu. 
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V.14. Izjućunajmo najprc Fourici-ovc kocficijcnie /adanc funkcijc *(/)■•#-': 

• 

*)- f £■(/•*••) e~‘dr. (n = 0 . I. 2,...). 

J n\ dr 

o 

Nup^ani imcgral nije te»o izrmSunaii. ako sc prcthodno uoči da jc 

[£МЛ£Н... =0 

/л vvako m- 0. I, 2, .... л- I. Sređujućt izraz za a. i pnmenjujući zaiim 
pjrcijalnu micgraciju dob;ćemo: 

^4r/ ri Ž cro *" 

. .. , 

jcr tvuli pui promtegriruni dco jc nula. Daljim parcijalmm miegraciiama 
Iproinicgrirani deo je opei nula) nalanmo konaćno: 


J±ir 1 Г 

nl 2 \/ 




v 


mko da ua/eni l : ouri«r-ov razvoj gltii: 


Rndi bolje uoĆljivotti, elcmcnii zadanog ononormiranog sulema \u odvojem 
nglastom /agradom. 

9.15. 1 ovdc ćeino najpre i/raćunaii Fourier-ove kocficijcme zadanc funkcije 
.v|/»‘-# ' u odnotu ru elcmentc dalog orionormiranog sistema (ovde taj.ui- 
iem nije i poipun): 

f \] 2n +- 2 d » 4 

e --J i 

Li/asiopmm parcijalnim inlcgracijama, vodcći raćuna o osob.ni (/?. 9.26) iz 
/uduika 9.11 na osnovu kojc jc proinicgnram dco uvck jednak nuli, nala/imo: 

V 2 * + t г' 


/**+т f 

- J .-ЧГ- !>*•*. <*.9 37, 


JJ2 


1 




Imcgnd kojt sc ovde pojavio vczan jc /а Bnad-o\e funkcijc i možc чс lutći 
u pnrućn:ctma i monograftjcmu powcćcnint pitanjinu ovdi funkcija. On ima 
vrcdoosi 

-• 

I * *-•(/*- !)’■*- 1 rš2 ? * (2n)' /, а L (l». (Л. v.38) 


gdc jc /,(г)-(-/)*У в (<г) I2V. mod.fiko\una Вс>ч1-о\ј fuflkcij:i J log rcd.i 7. a 
Fourier-ovc kocficijcMe (Л. 9.37) uko izluzi: 


« ?- -|(4пт1)тг / Јм |( I). 


i tra/cni Founer-ov razvoj jc oblika: 


УЧ)- f< 1 l,.,L 0) 

• —0 


(/?. 9.39) 


Prcma doka/anim icorcmama. ovaj ra/voj kon\crgiru. u miii»Iu n.e'.riU u 
/..(-1, +1). ali ne konvcrgira nu/no ka polaznoj ftinkciji v(/)--r* , l poiju 
funkcijc /’,«(/) nc obra/uju poipun orionormiran sivtcnv Da bisiiH) odrcdili 
funkciju /(/), nap.iimo Founer4»v ra/\oj funkcijc v (/)-»•*' po svkn Lcpcndrc- 
ovim poJinomima. On ima obl:k 


o .-0 .-0 


u komc su Fourier4)vi koeficijcnti sann> na/ruCcm, rudi kratkoćc. SuMlilO 
sad -/ umcsto / u gornju jednačinu i uzmimo u ob/ir da su l.cgcndrc-ovi 
polinomi parnog rcda parnc funkcijc, a ncparnoj* ncpurue. Daklc: 


*- 2 «».Л.(-о+ 2 «».• ,Л...(-о- 


- Ј«ј.Л.(0-2«-..|Л.. .(') 


Sabiranjcm poslcdnjib dvcju jcdnačina nabtzimo 


■Ча*.2 2«1.Л.(0. ‘Ј- )(/)--(г-' + е0“О»/. (Л. 9.40) 
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III, LINEARNI OPBUTORI 'rf 

10.1. Dokaiimo najpre da su zadanim relacijama uopile tkfiniuni operaion. 
lj. da je у - (т„ . zaisu clement prostora /, aio jc to ж-(5,. Sj....). 

odnosno uko % konvergira. PoMtulrajmo ruijpre relauju (■) i ispiUjmo 

И I 

d.i li i V |r*j 2 konvergira. Možemo pisali: 

v“ I 

•Šidli'-ir* 

•nmturff- 

Pna od n. pivunih jcdnakosn rc/ultira а činjcmcc da moduo sumc mje veći 
«н1 tume modulu. a drupu proizilazi iz llOkJerHivc nejcdnaimc (iadatai 1.2), 
uko se uzmc />-«/- 2. Na osnovu obrasca ra zbir beskonufnc geomctnjvke 
progrcs*je imamo dalje 

Л v Č\V* £,+ з 

luko du |C 


jcr jc i $,! 2 ЧИГ P rcma Kdnaiiin (9.15). a suma po v je ponovo ista 

bevkonaćnu projrresija. Prcmu tome. jc manja od nekog konačnog 

»- I 

broja. lako da jc zuista у-(ч,. Ча )€**• Dobijeni rezultat možcmo kon- 

ciznijc prcpisati kao Цу|*<уМ*. 40 ond » uporedivanjcm sa ( 10 . 30 ) 
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vidi I da jc zadani opcrator ogranićcn, | Л j| c . Lincarnost ovog operatora 

je oćevidna i njcno provcravanjc se osuvlja Citaocu za samoslulnu ve/bu. Isio 
je oćevidno da je domcn ovog opcratora cco ргочог /,. 

Prcdimo sada na operalor dcfimsan relacijom (b). Pioverićcmo nujprc du 
jc to zaisu opcraior. Posiupajući kuo gore, nalozimo: 


poslednji izraz jc napisan u skladu sa po/naiim rczuliaiom iz mutcmaiićkc 

analizc V i-i + i+i+ — . Prcpilcmo li dobiicnu rclaciju u ob- 

£i v 2 I 2 2* З 2 6 

liku ||J>||*< ЦјгЦ 1 , zakl)ućujcnH» opci da zadunu rducija dcfimic opcrmor 

Ciji je domen ceo prostor /.. i to ogranifen орсглог. B < ^ . Lineariuisi jc 
i ovdc oCevidna. 

10 . 2 . Na osnovu jednaCina (10 43) i (10.53) s\uki ermilski opcruior moru 
zadovoljavali uslov (х. Ау) : (Ах, у), mu za koje clcmcnlc piosiora u komc 
dcjnvujc. Provenmo du li ovaj uslov vaii kod zadamh opcruioru V slućuju 
pod (a) imaCcmo: 

Sve transformacije su oCcvidnc i svodc sc u su&iim samo иа i/mcnu rcdoslcda 
sumiranja. Nadcm rczullat pokazujc da jc zadanr opcrutor zaistn ermilski. 
SliCno sc dokazujc ova osobma kod opcraiora (b): 

s.i-f ž ,( b , k = £ s-f 1 £ 

»-I I ' V У-1 J 9 

"Л->-Ди(Д!ЧН 

-дВ(. | >)] г “Д ,в1 '' , - ,в ' Ј ' 
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Da b lS tno iui)i spckire svojsivemh vrednosti ovih jjperaiora. zapazimo najprc 

da »ako .т el, 1Ume «(*)- i ^ . PW- Д J-^i.gu'ookon^.ju, 

To je povledica Hbldcr-ove nejedtučin«, amJizir.ne u udatku 8.2, na osoovu 
kojc (za p-q- 2 ), mo/emo pisati: 

i ^/< ( f ii^d*)’ (| |W T т 71 Лж * 

То znaći da ino^cmo pisaii: 

у-.4х-( Ч| . vj, , ij„ ..)-("«(*). y 2 *(x), — «(*) )“ 

i unalogo /д drugi opcrator: ^ ^ 

у-Вх-њ „ ч,. %. - •)-(? W. yP<*). yP<*>. •••)- 

• » \ 


f»w('. у.-) 


Ovc jcdnućmc pokazuju da operatori Л i B svim ekmcntima proUoca /, p»i- 
dru/.uju demcnic koji su proporcioiulm jednom istom ckraenlu prosiora. K»o 

Sto чс ncposrcdno vidi. to je л 4 -(у • ^ • •••) “ prVi operMor.i’aj 

Л, Л, ...) гл drugi. Ova situacija je aruloga shićaju Iraevnog afi- 
nora kod klasiĆnih tcnzora. 

Prcma tome. jcdini »vojstvcm cleroent koji ovi operaton mogu itnali к 
iipravo х л odnosno x a . Svojstvcnc vrednosti ćemo onda naći tf: 


Daklc: 


Ах л - a (kj) x a Вх j - ? (*j) *i . 

x.-. ( x. ) -ig) 1 -iJ ; -j. 


Pošio smo ii prcthodnom zadatku naSli da su norme ovih operatora \Лј|< ^ 

i 'B'l* dobijcni rczultali pokazuju da kod oba operatora mozemo uzeti 

znak jcdnakosti u ovim rclacijama. jer je \\Лх л Ц -X 4 |[x 4 j|. odnosno Bx a 

=> л '; г в ‘.- 


18J. Nadimo najprc operatore AB i BA. polareći od definicijc (10.22). Imamo: 

(ЛВ) x(i)-A [Bx (l)) - Лх ( - 1) ** 

- / (# л - ј/ + 2х , )л(-л)</ј- 


- / (/ ; + n/ + 2e , )ar(e)t/o: 

-i 

u poslednjcm micrvilu je izvricna smcna s- - а. S druge stranc, 

«i 

(W)t(/)-e|it(/))-e / (/»-ј/ + 21 1 )л( ј )Л* 


- / (t l +st+ 2 s*)x(s)ds 


Uporcdivanjcm oba rezuluu nalazimo 
( AB*BA)x(0- 0. 


( ab+ba)x(i) - / 2 (/*+« + 2 j 1 ) *(*)<//. 

-i 

Dakle. opcratori A i // komunraju (samim tmi njihov komutator jc ogranićcn. 
jcr jc to nufti opcrator). AnlikomuUU»r ovih opcruloru A, se možc prikazati kuo 
mtegralni Frcdholm-ov operator. ćijc jczgro j e K, (/, j)-2(/ , + j/ + 2 s*). Dn 
bismo ispiiali da li je ovaj operator ogranićcn, napiSimo rclaciju y~A,x kon- 
kretno kao: 


f Ut>+jt + 2,’)x(>)d>. 


Odivdc nalazi 


♦ i *i 


11 / 11 '- 1 1/(0 l'U- / | f lV’+a + lrtjtftbl’jK 


-I -I 


♦ I ♦ ! 


< / ! / lltt 1 +st + 2s*)x(s)\ds\' dt < 


-i -i 


4-1 41 

< / I/ |2(/> + и+2^)|’л!| /|*(1)|'Л|Л = 

-I -| ’ -I 

♦ I *1 

-1|*ј' / / |2(/> + « + 2 ј>) | '*Л. 

-I -I 

IrvrScnc iransformacije su poipuno analogc oninia u zadaiku 10. 1. i zasnivaju 
sc ca ćinjcnici da jc moduo inUgrala imrnji ili najviic jcdnak intcgralu mo- 
dub intcgranda (prva ncjcdnakost) i na Hdldcrovoj rdaciji za p-q- 2 (druga 
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ncjcdnakusi). Srafunamo li joi prco&lah dvojni inicgr*! po i i х, lako п»1ал- 
mo da sc E‘»rnju rdaciju mo*e napisali Uo: 

224 

\* 'I I 4(z* + i/ + 2 jV**- 9 - 'х;.-. 

• I ® 

Aniikomuiaior /adanih operauira je. dakle. lakode ogranićcn. i za Ajegovu 

j'224 

normu nala/imo .| AB4-BA < -^—»5. 

IU.4. Da је С-МВ ograniCcn operator sledi iz ncjcdruifmc Minkowikog гл 
normu, (8.37) odnosno (9.9). Zaisia, imamo: 

j Cr I! — ;• («4 4 - X г — |Л*ФМ<Мјг||ЧВ*||< 

-.•■гг i r +||в.ј r*p-c;.^ ,+fl*H>H*ls 

druga od nupisamh ncjcdnakoiti jc podedica ogramćcntnli operatora A i B 
i uunivu se na (10.30). iz dobijcnog re/ultata £iamo da jc C onda ogrmn.Cen 
opcrator t da jc ,;Cf|< И|1 + |1 в||, »» jc trcbalo doka/nti. 

OgraniCcnovi proi/voda dva ogrumćcna operalora sicdi ducklno iz (10.30): 

ј|Ож,,-||(г4В)жЦ-Н(0х)Ц< 

'МНЦЛГ||<НН|ЛПИ|. 

knko ic ncposrcdno vidi, | Оц<||*4|| 

10.5. Ivkorivlićcmo drugu od jcdnać.na (10.31). O/naćićemo va e proi/vol>an 
jcdmićni vektor i njpisućcmo: 

Ц7Ц-МР j(7-t)-«|. 


Pre ncgo šlo pređcmo ua izraćunavanjc ovog suprcmuma. rasiavićcmo /adam 
icn /ог na simeirični i anlisimctrićni deo, 1 + c 4 ■ zapeidceo da je u 

i/ra?u (7 • c) • e - {ff e) • • f ( c 4 • c) • e drugi sabirak jednak nuli, jer je na ov 
novu osobinc (4.30) konjugovamh tcn/ora i komuUUivnost. vkalarnog pro.zvoda 


(,./.cl-e-(c-c4*) 




odaklc sc. zbog ,Г- Љ v,d, da>(c4«)« = 0 Dakk. /а normu tcnzora 
moŽcino pisati i 

1*7 |! — sup iLV’-e)-« 1 . (Л. 10.1) 

Poito jc tcn/or ff simctnćan. on ima sigumo iri icalnc svojsivcnc vredoosii 
).,. i i in u/ajamno oriogonalna svojsivcna pravca. ćije cemo jedimcne 


358 


vekiore o/naćiii sa ei. ei, ci- Gorc pomcuui, jcdinični vckior e se mo/c prika- 
zaxi kao e-e,ei + a,ci+«,ei. Onda jc 

ff • « - ff (* . «'i + « i + * > « «) - * , 'f • «! + * «J + > i « J ■ 

- a, X, e', + a, X, ei + a, X, ei , 

pa za normu nala/imo; 

П*7 ij- sup | (в, X, ei + o, X, еј + a, X, ei) • (a, ei + a, e« + a,ei) - 
! • • • 

- sup |«|Х, + «!х Ј + ајХ,'. (Л. 10.2) 

EJistremume funkcijc X, вЈ -t X, «J X, a{ uz uslov «? + aj+a!=l nioJenu) naći 
prema pravilu /а nalažcnjc vezanih cksircniuma. Nukon jcdnosiavnog i/raću- 
navanja nala/imo da sc cksircmumi dosužu kad je jcdna «»d promcnljivih a, 
jcdnaka jedinici, • osiale dvc jednake nuli; vrcdnosi funkčijc jc onda jcdnaka 
pripadajućoj svojsivrnoj vrednosn X,. 1/га/. (Af 10.2) imaćc, dakk. suprcmum 
jcdnak 


Ј 7 ,• - sup | X, a? + X, ai * X, ai | «• ma* X, . 

-f • • -i - • 


R 10.3) 


Normo та kog trnzoro jrdnoka Je upioluinoj г rednosii ttojveie svojmene » rn/imii 
"jegorog sunelhfnof Jela. 

Za ten/or iz zadatka rastavljaiije na simctrićni i amitimctrićni dco јс: 


1 

2 

5 

1 

0 ') 

0 

2 

4 

2 

1 - 1 

- 0 

1 o + 

2 

0 

- 1 

3 

1 

1 

- 1 

0 

-4 

1 

0 , 


Simcir ćni dco Г У jc istovcian sa lcn/orom iz /-.dutk.« 5 16. pod (u), lako d.i 
u reienja /adauka uz Glavu S. nala/imo da su ojcgovc svojstvcne vrcdnosti 
X, - 0. Xj - I . X, - 2. Prema tomc, norma jc: 

j 7 || = sup |(7 ■•)■«! - sup [ff t) t\-- 2. 

»I-I 

Ovaj re/ului se neposredno gcncrališc na uniurnc konaćno dimcnzio- 
nalnc prostore, gdc jc norma takođc i/ isiih ra/loga jcdnaka apsolulnoj vrcd- 
nosii najvcćc svojstvcnc vrcdnosti crmitskog dela Slićnf* jc silUucija u Hilbcr- 
lovim prostorima, jer je • ипк»: 

[Ах. г)-|у^ + ^).т, T ) + (*2 ^ Л ,Л ’ ')“ 


-Г¥Н 


10.6. Na OSIO.U osob.ua sHalaraog рго«*оЉ u Нићи “Г°,” ' ^ 
ittcije adjungovanog оргга.о.а (10.«), motono pisal. sfcdc& l^nakoB, tor 
\iiic za s\ako х i у iz datog prosiora. 

1Ах. y)-0- -* 1 » - - (>.('**)* - «' 4 *>’ *■ ГУ ,1 

Uporcdivanjcm p,vog i aadnicg „гааа ncposrcdno копаишјсто da jc jcdnaCio. 

« 10.45) raista iipmvoa. ; - 

Du biuno provcnli i rclaciju (10.46). uporcd.ćemo jcdtuko« ; 

((ЛВ)х,у)-(х.(ЛВ)’ y\ * 

koja takode važi ma /а kakvo х i у, sa 

((ЛВ) х. у) - (Л (Л (Вх). у) - (Вх, А' у) - (дг. В * (A' >)) - 

~(хЛВ'Л*)у). 'Г 

10 7 Poito se radi o A.d.meiuionaloom unitarnom ргомоги. oalaieoje «w>«vc- 
3; vSLlT - svod, oa reiavanjc jcdnać.nc (10.42). Za opcratore Л i # 

imamo reipcktivno: j 

«„ -х «„ «,» «Ti- v “*• ■« ••• ““ 

«„ «„->. « u ... „о «Ti ««- Ve » ••• *** -0. 

I .... •••• _ ••••__ _ *•**_ # 1 

ј « 4 , « 4 . L«*j *»-*! « 1 * ■« *** ••• ««- х ' у 

jer se mairica adjungovanog opera.ora dobij. adjun^o^mjkonjugo^m 
, transponovunjcm) та.псе poU/nog operatora. lm-)UĆ. u £л***Л + 
transponovunjcrn dctcrm.nanla ne mcnju гпак. r^tju^jc^ da u 
uornjih dvcju dc.erm.nant, dobrjgjn dvcalgcbarskc jcdaadme 
, V rcspcklivno. ć.j, su svi koeftcijcnU mtdusobso koojujnvmrn-ko-ptor 
Prema tome. ako prva od tih jednai.na ima reicnia X,. X,. .... Л*. orega 

•n\»ra ima.i reicnja Х" X“ 4 . T,mc jc dokazano РГ« 

Siophfi* vrednoMi uzajamno adjungotanih operatora ш uzajamno konjygo> 

^Da bismo doka/ali i tvrdcnje iz drugog dcla. odabcrimo svojstvenc ek - 
incnt« л, i .v] /udanih operatora i napii.mo: 

ЛЈј-Х,*,, A* *j = X, Xj-X y дг у . 

Na osnovu ovogu imamo: 

( Лх„ x3-(X,x e . х;)-Х ( (х.. x'j). 

(dx.. vj) х)хЈ)“Х ; (х,. Xj). 

Pošio su oba polazru i/raza jednaka. zakljućujemo da je 

ft-9h.*3‘ e ( л 10 4> 

u aku jc ,«or» hui (.«„ .0-0. «0 Juk-ic • ■*■*!; 

S .poir.ctiiii.ii da sc o uzajamnom odnosu svojsjven.h clcmcnata д, i х, J 


pripadaju uzajamno konjugovano-kompleksnim svojstsenim vrcdnostima dc možc 
miu roći u op&tem slućaju. 

10 .8. Da su projzvodi ЛА’ i A'A uvck crmitski opcraiori može sc videti po- 
moću rdacijc (AB)' -B’A’, dokazanc u zadatku 10.6. Na osnovu tc rdacijc 
imamo: 

(АЛ *У -(Л’)'А*-ЛЛ\ 

(Л'ЛУ -Л*(Л'Г -Л*Л. 

&to su osobme ermitskih opcratora (ovo jc analogo reladji (4.48) kod tenzora). 

Sada ćcmo dokazati da su sve svojstvcnc vrednosti ovih opcratora pozi- 
tivoe (ooc su Mgurno realne. jcr su opcratori ermitski). Ncka je X jcdna svoj- 
stvena vrednost operatora A % A i neka je .t pnpadajuć, svojstvcni clcmcnt, 
A* Ах ~Xx. U tom slućaju ,mamo. s jcdnc stranc 

(A % Ax. x)-(Xt. *)-Х(ж, x)-X(». t) = X јјх 

a s drugc stranc 

(A 9 Ax. х)-(Лх. Ах) — 1| Ах )Ј 3 . 

Izjcdnjćavanjcm zadnjih izraza u oba niza jcdnakosti nalazimo 

Х-1!^-. (Л.10.5) 

II «t* 

Sve svojstvcne vrcdnost, гаогаји biti pozitivnc. jcr sc svaku može pnka/uti 
kao kolićnik dva pozitivna broja u skladu sa napisanom jcdnaćinom. Na ana- 
logi naćm dokazujcrao i da su sve ivojstvenc vrcdnosti opcrulora АЛ' po/itivne. 

Da bismo dokazaJi ivrdcnjc koje sc odnosi na normc posmatramh ope- 
ratora, podimo od druge od jednaćina (10 30): 

\\Л*Л' % - sup % IA % Ax. .t)'=» sup |(dx. 

’ l|ul|-l ll*.l-i 

- sup јЈЛе:*-( sup : ;^х||) а »||^ј | > ; (Л. 10.6) 

U*l! — • lui.-* 

poskdnja jednakosl rezulttra iz prvc od rclacija (10.30). Dokuz analogc jcdna- 
ćinc za || A*A || sc dobija na isti naćin. vodcći raćunu o jednačim (10.48). 

|0.9. Podimo od uzajamno ckvivalcntmh jednačina (10.24). Ргепш drugoj od 
njib imaroo Ax~AA~ x y, dok prva tvrdi Лх-у. Tako izlazi ЛА 'у-у, tj. 
ЛЛ •»-/. Ako. obrnuto, prema prvoj od pomcnutih jcdnačina napitemo Л 1 у- 
r. Л~ г Лх i uzmcmo u obzir da druga glusi A~ x y-X, nuia/imo Л х Лх-Х, tj. 
Л~'Л=1. Time su dokazanc rclacijc (10.25). 

D3 bismo dokazali i jcdnakost (10.26), tskorislićemo ponovo drugu od 
jcdnačma (10.24) i pisati: 

(/•-«)“« х-И^Г 1 (A'kl-KA-'r'A-' )y. 

Iznz u srcdnjoj zagradi mora biti jedmični opcrator prcma upravo dokazunoj 
rclaciji (10.25), jcr jc to proiz\od opcrutora .1 1 i njcmu inscrznog opcratora 
(Л-*) -1 , a laj proizvod jc operator /. u nui kom rcdoslcdu bio obrazovan. 
Daklc. daljc imanx»: 

M - *)"’ -t — Л ') y-ly У. 
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pu ако krujnji re/uliai i /галто pomoću pr>c od jedoaćina (10.24) neposredoo 
dobijamo jedmičinu (10.26). ij. - • * •• 


IU. 10. Ncka jc X jcdna svojstvcna vrednosi operaiora A i neka jc х pripada- 
juci vvojslvcni elcmeni. I/ jednaćinc Лх-»Хх рптепот operatora A~ l na obc 
siraiic nala/imo ХА~ 1 х; poslednja jednaiosi re/uliira u 

lincarnosii. Na osnovu rclacijc А~*А~/, fakiiMoc u prethodnom /adatku. 

mo2emo pisaii daljc х - X A * 1 х. ili defimlivno: Dobijeoi rezuhu 

pokazujc da je v svojstvem clcmem i opcracora А~ г , a pripadajuća svojsivena 

v rcđnosi je Duklc, sivjsivenr vrednosii d\vju ихајлтио iatrrzmh openuora 

ц i uzajanmo reciprot'ne, a srojsheni elemmli su Jednaki. 

10. 11. Doku/ je idemičan onomc u jednučinama (5.1 1)— (5. 14). ukoliko sc 
nnuju u vidu rclacijc (10.40). 

10.12. Nck .1 %u /»,,*(;«' i mf-f 4 " '*'*) nu koje dve maince pos- 

c \ч,1 w 

nuirunoR prosioru, i rcka je skularni proi/vod dcTmisun kao u zaduiku 9.7. 
DoUiimo nujprc du >u /adani opcraiori Imcami. U com cilju ромлигжто: 

«■-■ £ a*"C ai- 

, Л 1‘,*Ч,+ е 2 Т 1Ч * , .С„4ГјЧ, 1 \ 

. l„ f,C„+c a ib,\ 

\« ? Л, + *,Ч .1 с Лп + е 1*Ј 

-ф *')“ 

\4|, 5„/ »Ч,! *1»' 

-с,<Ж m, + c t R m^ 

Imearnost opcratoru Z se doka/uje na pclpuno analogan naćin. »to se osuvlja 
čiiaocu /а sumostalnu vežbu. 

IX»kažimo sada da su /adnni operator, ermitski. Posmatrajmo skalarne pro,z- 
vode (С*Гт,. л» л ) i (m, t Dirckcno izračunavunje daje: 

и>: 1 - (;•’ H' Р" 

W \Ч» ’Ijz'J 

1 

(«,. Жт,)- (!" H' Г‘" Н -5.,4„+Č,, , b,+^, , hz+^%.- 

\-j, С, 2 / \ч„ Чм/ 

Pošto >u oba izruza jcdnaku. cpcrator je crmiiski. Ćitaocu se opet osiavlja 
/ј samosialnu vežbu da na analogi način pokaže da je i Z ermitsJa operaior. 


Ograoičcnosi zadanih operaiora proizilaz, iz činjcnue da normu ma kojc 
mairice osiaje ncpromcnjena nakon deiovanja bilo kog od dva zudana operaio- 
га. Дтјј-јјт ZmjJ — Лт||. Poiio ove jcdnukosii važezu svaku malricu m, 
vidimo da su itaviic norme oha operalora jcdnakc jcdinici, 'R -* I. -Z '- I. 

Predimo na nalužcnje svojsivcnmih vrcdnosti. OznaOnno su .v-( l " 

V V,i V../ 

svojsivenu mairicu operatoru Ф. u sa X pripadjuči svojsivenu vrednosi. Jcdna- 
ćma svojsivenog problcma posiaje: 


<Mx=kx з 


г н\ лд:,Л- 

» x ,r • г ,|/ \Х Ј ,| 


a dobijena mainčna jcdnukosi se svodi na slcdct. sisicm od čctin algcbarske 
jednaćme prvog stepcna po elemcntima д„, .v ( ,. v.,. i r„ trftžcne svojiivcnc 
matrice: 

(l-X)x (l “0, 


-X.r„ + .vj, 
х,. - X х. 


<Л 10.7) 


(I - X) Xj, - 0. 


Sistem jc homogen. pa mole imftt, neirivijalna rcvenja samo ako mu je dcter- 
mmanu jcdnaka nuli: 


0 

0 


0 0 
I 0 
X 0 
0 1-). 


-0 ->.)* 1Х-*-1)-0. 


(Л. 10.8) 


Formirana karaklcrisiićna jednaćina imu jcdan irosiruki koicn X, i 
jcdan iednosiruki. X 4 = - I. Uvrttimo li X- I u (Л.10. 7). vidimo du x„, x„ 
i x„ mogu b,li proi7voljni i mora biii д„-х п . Zaisia. m*. који muirica 

oblika (*" Г, Л pri transpoziciji омаје nepromcnjena. ij. ona je svojstvem 

\ г „ 

elcment operaiora <Ж sa svojstvenom vrcdnoiću >. — 1 . Proizvoljnc mainćne 
elementc х м . x„ i x„ odrcdičenui tuko da dobijcmo tri uzajamno ortogonulne 
matrice. Možcmo. na primcr. uzcti 

-'■•-c з-^-с :>■ '*•« 

(ovo naravno, nije jcdini moguči izbor); numerićkc koclicijcnic uz napisanc 

mairtce smo odabrali tuko da svaka od njih bude normiranu. Stuvimo X I 

u (*. 10.7). Dobijamo x (| -=Xj,-0 i х,, = -x„; poslcdnji muirićm element 

ovtaje proizvoljan. OĆcvidno jc da ćc svaka matrica oblika | V|1 j pri 
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i гп n*p*'/-iciji prcći u mairicu koju dob.jamo njenim mnoienjcm sa ' - j. 
Normiranjem nala/imo: 

i / ft I v 


^ U - 0 , 3 - 


Analoga razmairanju u drugim ladanim opcniorom Z dovode do *k- 
dcćih jednafiina: 


Zx—Xx => ‘М 

х„/ Хх„/ 


iio sc svodi na 


->x. 


-Хх. 




“ Хх. 


+ л»-0. 


- 0 . 

- Xx u -0. 


iiiožc imaii neirivijalna rrfenja samo aio jc 


(R. 10.1 1) 


0 -X 0 I 

1 0 ->. 0 

0 I 0 ->. 


, - X 4 - 2 X* + I • 0 


(Л 10. 12) 


Dobijcna karaktcristiOna jednaćina je poipuni kvadrai ima dva dvostruka re- 
;cnja. Х.ј- 1 i Х м - -1. Siavimo li u (R. 10.11) Х-1. naiaz.mo * 

Xj, — x (1 , dok ЛГ| | i x„ otlaju proisvoljm. Za.Ma, svaka mainca oblika 

(*» V,! \ osuje ncpromcnjena pr. dejitvu operatora Z. Protfvoljoc clcmeme 


i4 ovim matricama odredimo lako da dobijamo dve uzajamno ortogonalne i 
normirane mairice. Moiemo, na рппкг, Maviti 

5- - г -дС 1) ,љ,3> 

(ito, i u ovon. sIućjju (okođe, mjc jed.ni irbor); nuroer.iki kocficijcnti »u oda- 
bram luko da matricc budu normirune. Nakon ovoga uvrst.mo X- - 1 u 
(Л. 10.11). pu nalu/imo du mora bit. x„ - -х,, i х,,- -х„, a x„ . x„ 

ostaju opet proirvoljm. Oćevidno je da svaka malrica oblika ( м 

\ — х,, — 


prilikom zonicnc vrsta prelazi u matrku koja se dobija ako sc ona pourooJj 
nu - I. Proi/voljne demcme odrcdimo tako da dobijemo dve ortonormiranc 
mutrice. Možcmo, na primcr, uzcti: 

■“■U-, 5' -44 -!)' *“"■ 

SvojMvcnc matr.cc (R 10.9) i ( R . lO.IOj opcraiora <Ж. ka.» , svojsivenc 
rijirivc \R 10 13) i ( R 10 14). operatora Z obrazuju ononorm.rane baxc 


• 

prostora (poilo su oba operatora ermnska). Poirebno jc još prikazaii ih mat- 
ncama u obe baze. MatriCnc clcmenie izračunavamo u skladu sa (10.37). 
č.taocu se osiavlja da samosialno provcri da se u ha/i svojsivenih clcmenaia 
operaiora <Ж dob.ja: 


<Ж- 


I 0 0 
0 I 0 
0 0 I 
0 0 0 


0 V2 -fl 

0 Л j- 

Ј г 2 П 


0 0 1 0 * J \ 

|o 0 0 -1 f'! 72 

I I 

>2 Yi 

a u bazi tvojstvemh clcmcnaia opcraiora Z: 


0 0-1 0 
0 0 0 -1 


( R . 10.16) 


Zapa/imo da u nu kojoj bazi crimisknn operaiorima odgovsraju crmitskc 
(ovde proslo simetriCnc) matrice. 

10.13. Jezgro zadanog .megralnog opcrutora zadovoljavu uslov X(/,j) А(ј, /), 
ito znaći da je ovaj opcralo/ ermiiski. Za njegove svojstvcnc vrcdnosii moramo, 
dakle. dobili rcalna rcšenja. Napišimo: 


У(!)-Л X(0- / A (/, х) х (5) ds - 
-• 

♦ I 

= / (/ } +Зи+1 ; )х(1)Л- 


-/ J / х (j) //. + 3 / / П(Ј)Л+ J s*x(s)ds. (R. 10.17) 


Као llo se odavdc vidj. posmjiran« opcrutor prcslikava cco prosior L.( *1.1) 
u skup polinoma najviic drugog sicpcmi. Prcma lomc. uko ovaj opcra.or 
uopiic imu svojsivcnc funkcijc. one mor.ijn tukodc biii polinomi nujviic drteou 
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sicpcna. Poiralimo, daUc, te svojsivcnc funkcijc u jcdioom mogućcm oNUu. 
vU)-*/ 3 + ?f + Y- Nepo/natc kocficijcnte «. Џ i т ' r *t>* odrediti iz jcdnaćioc 
•.vojstvcnog problcma. koja sc svodi na: 

Л л tf) “ /* / Л(5)Л + 3/ / sx (*) A + / л*л(Ј)Л- 

.1 +' + 1 

^l' J <*j ? + £j+y)** + 3/ / (*j 3 + Pj*+y^)^+ /(eJ' + fr^ + T* 1 )*- 

i -i - > 

( 2 % 2 -,),' + 2 |),.( 2 %^)'Х.,' + >.?» + Хт. (* 10 - 18 » 

l/jcdmtćavanjcm kocficijcnau uz islc мсрспе nezavivno promcnljivc dobijamo: 


(!■“) 


2 T -0. 


(2-MP 


(/?. 10.19) 




i da bi o\jj homogeni sistem inuo rrfcnja po *. ?. у » reb * da bude njcgova 
dcterminanln jcdnaku nuli: 

* -k 0 2 

0 2-2 0 -(2-2>[(* -х)’- i]-0. (8.10.20) 

1 0 А-Х 

3 3 

Nadcna karaktcristićno jcdnućma ima tri jedoostruka rcienju koja sc nalazc 
clcmcmjrno: 

, , ,_ 2 (rs+l) . I(|S-I) 

- j. л, — — . : 

31'5 3)'5 

Uvrsiimo li ih rcdom u (R. 10.19). odredićemo iraienc koeficijcntc i lako naći 
vvojvivenc funkcije. Čitaocu se ostavlja da proveri da vu ove funkcije date 
i/ru/tma: 

''('>* V 2" '• 

«,(')- ' 2 3 >/з-» 5< l'5''-l). 


(R. 10.21) 


da su onogonalnc u smislu skalarnog proizvodu u !,(-). I) i da im jc nor- 
ma jcdnaka jcdimci. Onc. raaume se. nc ćine bozu prostora. .ako je opcraior 

craiuki. 

10.14. Jednafma s>4>jsivenog problcma Лх-\ ‘кх sc ovdc svodi na Eulcr-ovu 
difercncijalnu jednaćinu drugog reda obhka: 

('^+З/^+О-Хјх-О. (8.10.22) 

dl 1 dl 

Kao ito je poznato iz maiematićke analizc. rcUvamo je smcnom v (/)-»'. gde 
je r konstama koju trcba odrcdiii. Zu ovo sc posle uvritavanju napisunog iz- 
raza za x(/) u difcrencijalnu jcdiućmu i sredivanju dobiju jednuć.na 

r(r - |) + 3r+(l-k)» И + Зг + Cl -k)-0. 

ćija su rcknja 

r,o-- »-I*. 

a korcspondcnina rcknja difcrencijalnc jcdnaćmc (K 10.22) glavc 

л, ( »)-С , ,- н ''‘+С,/-' ,2^0, (Л10 ЈЈ) 

Х 9 ( 1 )-С,ГЧС: r'lnt, (>.- 0 > 

Potrcboo je joi proanalizirati pod kojim uslovima ćc ovu formulno nudena 
rcicnja pripcdati posmatranom prostoru L.( 0. I). Iz oblika napivanih lunLctju 
iR 10 23) jasno к da za Х-0 ni рп kakvom izboru intcgrocionih konvtunn 
se ne dobiju x 9 (l)£L t (0, I). To znaći da ).^0 nije svojstvcnu \ rcdnost 
posmatranog opcratora. Ovaj operalor, uzgrcd rcćeno. nije erminki (ćiiaocu vc 
ostavlja da to samovtalno proven na ovnovu uslova (10.43) i (10.531 i dcfi- 
ntcije skalarnog proi/voda u 1,). Prcma tomc. njegove svojstvcnc vrcdnosti 
mofy hlli kompleksne. Stavićemo. stogu. | ). - t («’ + » «“). * >п. Prvu od 
jednaćma (Л. 10.23) lako postajc: 


Xx(/)-C, /-• •■*'•" +С.Г* 

- X, i cos («" //./) + X, Г ‘ “ sm (*•' bf i); 


• X, l cos («" In /) + X, / sm (« 'l/»/); (X. 10.24) 

pn pisanju drugog izraza je bila iskorikcnu Eulcr-ova formula е" - cos.v */sinx. 
a novouvedcne konstanle X, i X, su sigurno komplcksne; to uostaUnn, mogu 
biti takodc C, i C.. Svojstvene vrcdnosti operaiora su samo onc funkcijc (X. 10.24) 
i 

Lod kojih / .v*(/)x x (/)d/ ne divcrgiru. Taj uslov ćc odrediti i spcktar ope- 

ratora, pa ćemo ga detaljnijc proanali/irati. Napisanc formulc ćc biti konciz- 
nije ako pri ovomc iskorisiimo prvi oblik reknja (X. 10.24.) 

Posmatrajmo. dakk. 


/(X)-/ x x (l)x,(t)dt- 


-J [C, l -"**** +C,/ )[C,t 
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Јл- / [C.Ć./^'^+CjC,! 




+С 1 ^/- ад ^*" , + С | С,Г , * , ^Л. ,; 4 

Poiio јс а’>0, prvi sabirak imegraoda u zadnjcm iniegralu je sigurno điver- 
gcoian. Da bi, daklc. iira* / (X) konvergirao, moramo uavrii C,-0. nakon 
čcga /(X) posiaje: 


/ 0 )-с,с,/ 


(Л 10.25) 


Kao šio јс рогпаго iz maicmaiidke analizc. inlegrali oblika //»//, ako inler- 
vaJ imcgracije obuhvata nulu gde iniegrand ima singularilct, konvergiraju 

vamo ako jc у> - •• O v <> је u naSem slučaju ekvivalcnino uslovu «'>y. kao 
&lo se vidi iz (R. 10.25). 

Prcma tome, spcktar posmauanog 
, , , , , , operaiora Cidc sve one kompleksne vred- 

/£///,///1 У/ууу/ no«> X, ®j‘ kvadraini koren ima realni 

>e ^ N *P ,iemo *• ± 

^//// ±(«' + /«"). lj. X - «' 1 - ■"* + 2 / «' ш!\ ćt> 

X//// Rt> bićemo: 

ReX -•'*-«"* > 

////'/ im х - 2 *' v ;. 

// S, * V ' m0 ** 0W,,e Vldr ^ era0 <*» lU 

///, RcX lm X vezani uslovom 


Sl. 10.1. 


RcXr(IniX) J -~, 


koji sc u komplcksmij X*ravm grafički prikazuje kao parabola (slika 10. 1). 
šrafirana oblasi s dcsne sirane od ove parabole (ne ukljućujući laćkc same 


parubole) je skup kompleksnih brojeva za koje je [ Re V’ X | >— . dakk spek- 
lar svojstvcnih vrcdnosti datog operatora. Opcraior ima konnnuiran spckur. 

10.15. Pravilo (a) proizilazi neposrcdno iz (10.64). ukoliko se jedna od >-funk- 
cija u inlcgrandu smatra analogom funkciji / PraviJo (b) sc proverava for- 
malnom parcijalnom iniegracijom: 

f Л 0 ^*( х - 0 *-/( 0 *(х -0 J - f ^*(х-/)<Л- 


-- / /‘(/)8(х-/)Л= -/'(х); 

— «• 

prointcgrirani dco je jcdnak nuli zbog osobnia 3-funkcije, a na prcoslali in- 
icgral sc ponovo moŽe_ primcniii jcdnaćma (10.64). Relacija (c) zadaika se 
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moŽc iako provcriii aio se zapazi da se operaior — može izvući ispred /naia 

dx 

mlegrala. nakon ćega se integral opet izružava pomoću istc jcdnačinc (10.64); 

4« +- 

Naj/ad. za dobijanjc rdacijc (d), potrebno je u polaznom inlcgralu izvriiti 
smcnu micgracionc promcnljivc, F(Z)- т. Ncka jc /-f*(T) isla ova jcdnaćina 
smcne. reiena po нагој prornenljivoj. Tako nalazimo: 

/ /(l)l[x-F(»))rfl- / /|F*(t))I(*- т)-£</т- 

u potlednjoj jcdnakosii je iskoriSćena rclacija (10.64). Ako /apa/uno du jc. 
prcma pravilu za izvod mvcrznc funkcije, 

df u _di I _ I 
dt d-.~ ih~ df' 
dl di 

odakle izlazi i: 

(SL-T±i ■ 

\ dl 7d).i 

dobijamo ncposrcdno rczullat zadalka. 
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